Les fonctions composées : définition , dérivation

Un exemple a bien maitriser

Pour étudier une fonction, on commence toujours par travailller avec la variable x , ce qui donne pour la
fonction exponentielle x — e *

Mais si a la place de x , on a une expression s'écrivant avec cette variable x , par exemple x — e
alors on a ce que 'on appelle une fonction composée.

La notation communément utilisée est alors x — ' ( # (x ) ) ou plus simplement f'( u ).

2x+3
2

Comment bien reconnaitre la fonction u pour une fonction composée

Déja, vous n'oublierez pas que l'utilisation de cette lettre u n'est qu'une convention et une notation.

Par exemple, il ne faut pas confondre I'utilisation de cette lettre pour les fonctions composées f'( u ) avec

celle pour la dérivation d'un produit de fonction (uv)'.

Ensuite, dans une fonction composée , la fonction notée u sera la "petite" fonction qui se trouve "a

l'intérieur" de la fonction ' prznczpale I

Si on faisait un calcul numérique, en remplagant x , la fonction u serait celle que I'on calculerait en
remier et la fonction f correspond & celle que 1'on appliquerait en dernier .

Avecf(x)= e T oonau (x)=2x+3 "al'intérieur" de la fonction exponentlelle u—e
Avecf(x)=(5x—4)2, ona u(x)=5x-4 "al'intérieur" de la fonction carrée u — (u)? .
Avecf(x)= V4x%*+l , ona u(x)=4x*+1 "al'intériewr" de la fonction racine carrée ¥ — vu . |

u

La dérivée d'une fonction composée
Rassurez vous, on n'aura ici aucune nouvelle formule de dérivation. Mais il faudra, par contre, bien
connaitre TOUTES les dérivées des fonctions usuelles. Ensuite, le principe est trés simple :

On dérive la fonction principale comme si c'était avec x.

MAIS on écrit cette dérivée en mettant la petite fonction u a l'intérieur.

ET on n'oublie pas de multiplier ensuite par la dérivée u ' de la "petite"” fonction.

\Cela se note de la fagon suivante : (f (u))' =f"(u) X u'

La dérivée de ... | Avec la variable x | La dérivée de ... Avec une fonction u
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Comment calculer la dérivée d'une fonction composée : des exemples (1)

On rappelle la formule générale (de la fiche précédente)

On dérive la fonction principale comme si c'était avec x.

MALIS on écrit cette dérivée en mettant la petite fonction u a l'intérieur.

ET on n'oublie pas de multiplier ensuite par la dérivée u ' de la "petite” fonction.
Cela se note de la fagon suivante : (f (u))' =f"(u) X u'

Des exemples pour la dérivée d'une fonction composée
—avec f (x)= (3x+1)? = W™ awte vixn)= 3+l et M..'(u) =23

o....L/‘(l)zz.,‘.(w' (3w +rd) 3= 6( 3t 1)

—avee £ (x)=6(4x2+5x+2)° & b u’ auvec w(x) = LyraSou s+
e W (n)z A+ §
Qm oo 4'(3.):: 6&-30&}& b\., = Cx 3 kk:z_‘-\-ﬁ&.«—l)x(%x \-S\
= 42 (Ix+8) (Lnt+ S 2)

—avec f (x)= V5x+3 —» \)v\ avee Uu‘bﬁ):Sx-r\s J’U\.‘()\)-;S

O‘NK:*) -_.nv«.,‘: 1 xS: s
2V 28w 2J/6w+ 2

—avec f (x)=7 B5x246 —» +Jw avte u,(».)=€&:+e d‘u‘(u):d.@u_

' 3
Om :\'x = = +F «w 0% =
mg @ hs 'u/Z Vst SN2 6

i
L

—avec f (x)=

— _4_: e w(a\:&n«l—& J" u.\(x\
4x+ 3 w.
K‘

P T S

On & §'(3)= - S

v )" Ly
—avec f (x)= 3Xi+1 — .."E—: avte u(:)-. 3»‘*-1 d”ux‘(i)= Ca

9"‘“‘5'(*)"[\&‘,.‘_/1.'_'(&‘:&&-4— xéx:- —ZJ'UL\
w” (3 1.)" L’Qx +a)
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Comment calculer la dérivée d'une fonction composée : des exemples (2)

Vous trouverez la formule générale de la dérivée d'une fonction composée sur les fiches précédentes.

Om. & {'(u)z—k;uu ® u_,‘ = -5 A;m(gbc'-z.)

—avee f (X)= cos(5x-2) wp COA WKL awWit- W (»):4%—2. C“u'(u)

-
-

S

—avec f (x)=sin(4x-1) —b Aym W®
O « J'(*): oA uw x w'

—avee f (x)=e "’

avee w(x)=4e-
= U coa(Ls-4)

1 et &'(x):l-a

AL

— &
Om. o {'(u\z e,ux UL'- 2. L&x*s

—avee f (x)=3e *

avee w(n)= 254D et u‘(x) = L

Owm o f'b)= 3e e = 3e™s 2 = G e™

—n 3 e aver w(x)= s d"t’(x) = 2%

—avec f (x)=7 e ¥

Fet aver u(u) =3+ b2

w(a)= 6u+b
Om o ;’(;L)-.-;}"*x M.‘ < B (6>L+L|) e}u. Lot 20

—avec f (x)= €~ ey &K

avee w(x)=-> ef w'(x)=-4

Om. a '{'(1) = C“x K, = e—,‘* (’ﬂ-) = - 2:&

~avee £ (x)=In(4x+2) —» fm . avee v(a)= ks 2 e uw'(x)=b

- . 4 ,-: .- S - .._.l..'_...
= .\{(,‘)'Ixu Lx&z& Lres 2

—avee f (Xx) =6In(5x%) —y Qevu»t. avec u(x):gx" cf“u‘(x) = 1ox
OM'“J'(")‘—'SN%‘?Q“—.—' éKdO‘.

= = 2
St x.
—avee f (x) =3In(x2+2x+1) —p ?ye.,ug avee ww)= e 25 + 4

l)(w'(u)-. 250+ 2
Om&f'(x)=3x-4;x“-’= 3(21,"?"

w

X2 + A
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Fonction convexe ou concave : aspect graphique , point d'inflexion

C'est la courbure de la courbe que I'on va étudier ici, et on va visuellement voir ici si la fonction est
convexe sur un intervalle ou si elle est concave sur un intervalle.
Vous allez vite voir le lien avec vos souvenirs sur les paraboles et les trindmes !

Un exemple de fonction convexe
Voici I'exemple de base d'une fonction convexe.

o
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5 a3 2 1 /1 2 3 4 | 5 x
Ces fonctions convexes auront leur courbure comme les paraboles en "smiley" des trinomes dont le
coefficient "a" est positif.

On a placé sur cette courbe un point A avec sa tangente : on peut observer que, pour une fonction
convexe, la courbe se situera toujours "au-dessus" de ses tangentes.

Un exemple de fonction concave
Voici I'exemple de base d'une fonction concave.

N
-4
N
G-
=

Ces fonctions concaves auront leur courbure comme les paraboles en "non smiley" des trindmes dont le
coefficient "a" est négatif.

On a placé sur cette courbe un point B avec sa tangente : on peut observer que, pour une fonction
concave, la courbe se situera toujours "en-dessous" de ses tangentes.

Fonction convexe et concave : les points d'inflexion
A
y 7

/
Vous devez observer sur cette courbe que :

— la courbe est concave sur l'intervalle | - w0 ; 2 |, c'est & dire jusqu'au point C.

— la courbe est convexe sur l'intervalle [ 2 ; + oo [, c'est a dire a partir du point C.

— ce point C pour lequel la courbe passe de concave a convexe s'appelle un point d'inflexion.

— la courbe traverse la tangente en ce point C car, sur sa partie concave, la courbe est "en dessous"

de la tangente et, sur sa partie convexe, la courbe est "au dessus" de la tangente.

On aura un (ou plusieurs) point d'inflexion sur une courbe, a chaque fois que la fonction passe de
concave a convexe ou qu'elle passe de convexe a concave.
Sur chaque point d'inflexion, on aura la courbe qui traverse la tangente en ce point.
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Comment montrer qu'une fonction est convexe ou concave : la méthode

On va voir, sur cette fiche, la méthode la plus pratique et, donc, la plus facile a mettre en place.

Définition

on appelle dérivée seconde d'une fonction f, et on lanote /", la dérivée de la fonction dérivée f '.
Cela signifie que 1'on dérive deux fois la fonction f.

Ou que l'on dérive la fonction f pour obtenir f ', et que l'on dérive ensuite f ' pour obtenir f " .

Le théoreme que I'on va utiliser

Pour une fonction supposée deux fois dérivable ,

une fonction fest convexe sur un intervalle I si et seulement si la dérivée seconde /" est positive sur I
et

une fonction fest concave sur un intervalle I si et seulement si la dérivée seconde /" est négative sur I

La méthode avec un exemple

Pour savoir sur quel intervalle une fonction est convexe ou concave :
- on dérive deux fois la fonction f afin d'obtenir la dérivée seconde "' .
- on étudie le signe de cette fonction f " et on fait son fableau de signes.
- lorsque la dérivée seconde f " est positive , la fonction est convexe.
- lorsque la dérivée seconde f " est négative , 1a fonction est concave.

Exemple : on considére la fonction f définie pa} f(x)=2x -12x2+12x+12
On va déterminer les intervalles sur lesquels la fonction f'est convexe ou concave .

— étape 1 : on calcule la dérivée seconde f "

Om. e ;'(V'): 6 -2bw + 42
b"" ;"()0.3':42%-2-“

— étape 2 : on fait le tableau de signes de cette dérivée seconde f " et on conclut que la fonction fest
convexe lorsque f " est positive ou que la fonction f* est concave lorsque f " est négative.

I“—" Jdan f\,;:’sau_t 42_)(,—-2&‘2 s 6&7

V =

TR ) 2 vee|  oxaplige la
signes de "' O 3 Lol den /Sf?MKA

J{,U-WL #MVLLPM C\.éf’m&
ConCAVE CoNVELE

L (,’{/b(” Um PI);»W k' [:l (l"»v\. {(7()( ( Dane
— conclusion : la fonction est concave sur l'intervalle ] - 0 ; 2 ] et convexe sur l'intervalle [ 2 ;+ oo [ .
11 y a donc un point d'inflexion au point d'abscisse 2 (et d'ordonnée f(2)=4).

Jfonction f

1l existe un théoréme faisant le lien entre les variations de la dérivée f' et le fait que la fonction | soit
concave ou convexe (si ' est croissante alors f est convexe , si f' est décroissante alors f est concave).
Mais, dans la pratique, c'est bien le théoréme énoncé au début de cette fiche que I'on utilise.

! Fiche (DériTer5) © Bruno Swiners 7 www.coursmathsaix.fr 4



Comment montrer qu'une fonction est convexe ou concave : exemples (1)

L'énoncé de I'exercice

On considére la fonction f définie par f(x)=(x2-8x+17)e"”

a) Calculer f" (x) et en déduire le tableau de variations de f.

b) Calculer /" (x) et déterminer les intervalles sur lesquels la fonction est concave ou convexe.
En déduire les points d'inflexion de la courbe représentative de la fonction f.

Solution de cet exercice 5 , -
a) on calcule la dérivée f’ en appliquant la formule (uzv)'=u'v+uy'

Om. o I'(\c).-. (2%-3) e + (x."—’ﬁ:; +4¥) e = (uz'-éx + ﬂ) e
—tn 0¢, it‘&uimlmme' de et bx et wudle_ /)x

—_—p e ""\;m.:me— N JOML V0ol QCu.eL s Lime

On obtient le tableau de variations suivant : ) ,
= - o - ¢ e

S
) é\wL L %F
/ (1) * © il ) s)@/\l E.f )
f (;\ ’_? ?rou\ k\«QW o
b) on calcule la dérivée seconde f'' en partantde f'(x)=(x?-6x+9)e” \"’
" . n.

Do ..f (ﬁ); (Zu.—é)c.k-r (u-\'—éx. f%)e,x =(»- lnu+3)e_
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Et surtout, n'oubliez pas de visualiser tout cela a l'aide de voire calculatrice graphique !
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Comment montrer qu'une fonction est convexe ou concave : exemples (2)

L'énoncé de I'exercice

On considére la fonction f définie par f(x )= S

a) Calculer f' (x) et en déduire le tableau de variations de f.

b) Calculer /" (x) et déterminer les intervalles sur lesquels la fonction est concave ou convexe.
En déduire les points d'inflexion de la courbe représentative de la fonction f.

Solution de cet exercice

a) on calcule la dérivée ' en appliquant la formule ( % )'=

Om a !.(x)= e ’:’“ < - {"L(,“’:a) —_— f/(u) ol A
o

% :
On obtient le tableau de variations suivant :

sc{ju de (x-4)
->° g &

20 -4
7 (%) = ” - o +
Al | S ] ey, e

{ PR |
t_ sadleu iakedie_

b) on calcule la dérivée seconde f '’ en partant de f '(x) = e 2_ )

Bt /"(x)= (< (-4) re )

u'v-uv'
V2

(soyez patient, elle est difficile)
t "w
st — e (ot-4)e 2

&“ £18 L
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Et surtout, n'oubliez pas de visualiser tout cela a l'aide de votre calculatrice graphique !
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