Extension dans I'espace de formules déja connues
Coordonnées de vecteurs et du milieu - Distance

Jusque 13, vous avez travaillé, dans le plan, en faisant de la géométrie plane. Mais les formules qu'il fallait
savoir appliquer par coeur (coordonnées d'un vecteur et d'un milieu, distance entre deux points) restent
valables. I1 faudra juste travailler en trois dimensions et ajouter la troisiéme coordonnée z .

Les trois formules a connaitre par coeur

~ On considére deux points A de coordonnées (x 4 ; V4324 ) et B_ de coordonnées (x5 ; ¥5;25 ).

La formule pouf les coordonnées du vecteur AB
e ) %
Om o AL (g ™4 ) 98" Ya i 3a-3n )
La formule pour la distance entre les points A et B (ou distance AB) (ou longueur AB)

Im. oo A= \/ (%a- a\\"'(.’g&"ahy""(}&’;*\k

La formule pour les coordonnées du point M, milieu du segment [ AB |

&A-FV_&‘QA'Fa& . &FA T e
9""””\ ) T )

Application directe

- On considére deux points A de coordonnées (3 ;4 ;-5 ) et B de coordonnées (7;-1;2 ).

Les coordonnées du vecteur AB seront :

G e BB % -3 ek j L8} )
st A (4 -5 )

La distance AB entre les points A et B sera égale a :

Jo oo B = f LF=3) " -4-0) (2 -(-%) )"
soib A s S L F (ST +3° = ) 8o

Les coordonnées du point M, milieu du segment [ AB ], seront :

O“km(’&:?— ln—( AR —6+z.)

WL B 6;3—'-3)

-

Remarque pour la formule de la distance

Dans cette formule de la distance, il faut se souvenir que, méme en travaillant avec des nombres négatifs,
il ne restera trés rapidement que des nombres positifs (car un nombre au carré est toujours positif'!).
Dong, si 4 la fin, il vous reste des "moins" dans cette formule, c'est qu'il y a un probléme !
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Comment calculer un produit scalaire dans l'espace
Utilisation pour montrer que des vecteurs sont orthogonaux

La formule pratique (valable dans un repére orthonormé)
C'est la méme que celle vue en Premiére. 11 faut juste I'étendre au fait d'avoir une troisiéme coordonnée z .

Avec deux vecteurs # de coordonnées (x ; y ; z)et ¥ decoordonnées (x '; y'; z')
ﬁ ﬂ

Qo . L. » V = Dcnab)-\- ia,x'a"\-}x}'

Propriété fondamentale pour montrer que des vecteurs sont orthogonaux
Comme dans le plan , on aura la propriété suivante (propriété qui sera indispensable pour la suite) .

L. e

N =y —
S\ om o w o« Vo = 2 a@m.s»a M..-LU"

Application directe

On considére les points suivants : A(1;2; 3) . B(3.7:9)etC(5:-2:5).
On va montrer que a8 L e

Cela permettrait que montrer bien siir que les droites (AB) et (AC) sont orthogonales ou, par exemple
que le triangle ABC est rectangle en A .

— w o= =6-4-= L!
*—s-'*-“:}'i‘?_ o e~ >a =5
Jm. a Pl& 35'3&!“\'-’-:5 &k RL 3"- ’A ‘:-2.'2-'—""
J8-3a:9-3= b }"éa';g's‘?—
- L —y L|
Qo t.—a.Qc.v.eC— «Qo«lx AS | ¢ « AC | -y
¢ .

On obhenl &R: 2x b +§n(—k) ¥ 6
= b -2o+ 42 = O

. R P
(ﬁm\—em\QM— T om oo AR, AC =

59*\— V- O R —l— A(J

Remarque sur le vocabulaire : perpendiculaire ou orthogonale

Si on sait que deux droites, dans l'espace, vérifient le fait que (d) L (d')alors:
- si les droites ne sont pas sécantes alors on dira qu'elles sont orthogonales.
- siles droites sont sécantes alors on dira qu'elles sont perpendiculaires.
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Comment montrer que deux vecteurs sont orthogonaux :
un exercice type

En dehors de certains raisonnements géométriques (par exemple, dans un cube, il y a des droites
orthogonales, et donc des vecteurs orthogonaux), le principal outil pour montrer que des vecteurs sont
orthogonaux sera d'utiliser, dans un repére orthonormé, la formule du produit scalaire .

Définition et propriété (rappel)
Dans un repére orthonormé, le produit scalairede % (x;y;z)et ¥ (x';y';z")seraégala

-

.V =xXx'"+yXy'+zXxz’

Deux vecteurs # et ¥ sont orthogonaux ( % L V ) sietseulementsi # . Vv =0.

Application

Dans cet exemple, on va définir, nous mémes, un repére orthonorme pour. exprimer le produit scalaire.
— on va travailler ici dans le repére orthonormé (A, AB, AD , AE )

H T ]
F g 3 13
il \(’ ! Le point I est au milieu du segment [ HG ]
TN N
i Le point J est au milieu du segment [ FG ]
ST Le point M est au centre de la face ABFE
IS S ) »
‘*, e :x-*-;;;}ﬁ
1"" ' Le point N est au centre de la face BCGF
k—mwu-—* ’
A B
5 Montrer que les droites (1J) et (MN ) sont orthogonales, c'est a dire (1J )L(MN).

Etape 1 : on exprime, dans le repére choisi, les coordonnées de chacun des pointsI,J,MetN.

0,% s 2,8 4.
Qu o I( 4 T‘o,s hl N

o 2,5
- | 9,4 2,8
Etape 2 : on calcule les coordonnées des vecteurs 1J et MN .
1—1-.-_9 O.Q-O,Q:D
Etape 3 : on calcule le produit scalaire 1J . MN eton conclut.
- |93,8 — | 2,8 9
D @ Aouu Iy -09 . Nﬁl o's = ‘0,5; o|s "'('O'Q)K )S + OnrnD
o o

e S—_—y oy —
on olkhict T5.NW =0 aeit T L AW ow (=T)L(WW)
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Comment trouver la valeur d'un angle avec le produit scalaire

Méthode

On a déja croisé cette question en classe de Premiére, mais c'était dans le plan (voir fiches de Premiére).
La méthode est la méme et elle va permettre, dans I'espace, de retrouver un angle lorsque I'on connait les
coordonnées de trois points distincts (et non alignés).

Cette méthode consiste a écrire le résultat d'un produit scalaire de deux fagons différentes, afin d'égaliser
les deux résultats, et ainsi de retrouver I'angle a l'aide du cosinus !

L'énoncé

Dans un repére oﬂhonatmé on censxdere les points A (-1;2;0),B(1:2;4 ) et C (— 1 121 )
Calculer la mesure de l'angle BAC  (on arrondira le resultat au degré pres) -

La solution
1'(-1 az_ — —1'('1)-.-0
Omueu&«.—;& L—L)‘.-.‘O 4 ALl 14 -2:-2-4
N-O:L\ 1-0= 1
Ebupe 4
< o)
om uecw?c. AL . P:O \ : . \-1-—-2*0 *O'\t('ﬂ-)-\-‘mi
4
—» Om aLhcm(" ﬂls.—(:-.-.. 4
E b 2

om nhiline &(fa\uw&, Ats A'L AG . ACk oA ( QA'C-)
on clulle AL <\[(4-(-0) w(2-2)" +(4-2)" = V2o

AC =\ (-2-(-) e (4-2) (2 -2)" = /o

Efape 3
o Tylive b deas siinlbuls oFom shbical

<ET>.E:(: -.-.) JEAJZ&@&(‘G;L\)=Q

:
V2o « VT

69‘\&' w&(&(’) =

4
)

= 64°

: 4
> e AZAun(— (3/;(,-_: (=N (
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Comment montrer que deux vecteurs de l'espace sont colinéaires

Définition
Comme dans le plan, des vecteurs de I'espace sont colinéaires si et seulement si ils ont la méme direction,
c'est a dire s'ils sont "paralléles”.

Méthode
Dans le plan, on a deux possibilités pour montrer que des vecteurs sont colinéaires (voir fiches de 2nde):
- soit on montre que les coordonnées sont proportionnelles
- soit on calcule le déterminant (avec un "produit en croix") .
Mais, dans l'espace, avec la troisitme coordonnée, on n'aura plus le choix. L o
Seule la méthode utilisant la proportionnalité pourra étre utilisée ( ef je vous consezlle de dzvzser le "
vecteur avec les coordonnées ayant les plus grandes valeurs par l'autre vecteur ). ~

Exemple 1

Lesvecteurs # (3;-4;5)et ¥ (-12;16;-20) sont ils colinéaires ?

O LOMAmEm (L AUCC U”z,ia{ é/)"‘fa‘()ws \3467(44/’(/"
P calenle -4y = -4
46 . (-'q): -
-22: 6 =-14
Do oLHc«d’ Liw ec m'f:«m.e. M'-Au.eé'a.(_.
bowe fea veeteus . ef 7“ Ao COLIMEAIRES .
E("o-a\_feuj_e:«iw ?:-—QZ

Remarque : les vecteurs # et v ¢&tant colinéaires, les droites ayant ces vecteurs comme vecteur
directeur sont paralléles entre elles.

Exemple 2

TLesvecteurs # (6;-8;-15) et v (3;-4; -5)sontllscohnea1res‘7

/Ofw (omanndm CL H4u€C U&, (/‘UL\ Z/S(’_Va}/& ?Aé’lﬂl(«
Om caleude. € 3 = 2

(W)=
-4¢ - (- S) =23
O m.'ou'c'c.v& FAN Lo weme '\.Zcu.e{"a('.
o Pon peptenen w ok v me M("(A wolimeairea .

Remarque : les vecteurs % et ¥ n'étant pas colinéaires, les droites ayant ces vecteurs comme vecteur
directeur ne sont pas paralléles entre elles. Mais attention, ces droites ne sont pas forcément sécantes,
car elles peuvent étre "ni paralléles ni sécantes".
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Vecteurs colinéaires (droites paralléles, points alignés ou non)
Comment montrer que trois points forment un plan

Utilisation de la colinéarité

— pour vérifier que deux droites sont paralléles, si on connait leurs vecteurs directeurs.
— pour vérifier l'alignement de 3 points :

- si les trois points sent alignés, alors ces trois points définissent une droite.
- siles trois points ne sont pas alignés , alors ces trois points définissent un plan .

Exemple 1

Montrons que les points A(-1;2;-3), B(3;-1;4) et C(4;-1;2)définissent un plan
— on va donc montrer que les trois points A, B et C ne sont pas alignés.

— Ja_(-4)= - -(-4)=5
Om. L&e‘.wec- Ab fif_zl'q} bl- ﬁ(’ ,“4_(:- Z')-_-_-3

L-(-3)= ¥ 2-(-3)= 6§
Lu> uc.x..h.u\A a—--& e,(' EL e Aou.("rA c.;Oo‘M';z ¢ \eA

L S l" = 1,28 (@eg uﬂuﬁhh é‘whf{%ﬂn (
-3 y)= 1

Dow lon ?em.t'k A, 0 hC me Ao&.k—e‘/z J«auu
59««.(, e0> P»un.l' A ‘.‘)'k-(/ JCJOMO“CcAkJA./M_ «o‘—c (ﬂ&.)

Remarque : si les vecteurs AB et AC avaient été colinéaires, alors les points A, B et C auraient
été alignés et ils auraient donc définie une droite .

Exemple 2

On considére les points E(1;2;3),F(5;6:;6),G(-1;0;05) et H(1;2;2).
Montrons que les droites ( EF ) et ( GH ) sont paralléles.

— on va donc montrer que les vecteurs EF et GH sont colinéaires.

— -1 = sl -(-4)\=2
owedade BR| S 270 o R |T0HAE
AR N Ty 2-04=1,5

Lo vaakainn: BE ik Z-_t:( somb Aimearaea
A Ll =T
L:2 =2 ((%’L&&U\ bﬁéf)‘*l,ﬁé‘lw(-)
3145%5= 2.
Dome QO; Awo;t"a; (_EF) et (6"'() '.sed\." FuQC\(fA .

Remarque : si les vecteurs n'avaient pas été colinéaires, alors les droites ( EF ) et ( GH ) n'auraient pas
été paralléles. Mais cela ne signifie pas forcément qu'elles sont sécantes quand on est dans l'espace.
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Les positions relatives de deux plans dans l'espace

11 faudra dans cette partie imager les situations : les plans sont comme des livres et les droites comme des
stylos. N'oubliez pas qu'en mathématiques, la manipulation des objets est fondamentale ; prenez des livres
et des stylos dans vos mains pour manipuler tant qu'il le faudra !

Positions relatives de deux plans

Deux plans dans I'espace n'ont que deux positions relatives possibles :
— les plans peuvent étre paralléles.

— les plans peuvent étre sécants. Dans ce cas, l'intersection des deux plans est une droite.

lllustration graphique
L " i Les plans P et P'sont PARALLELES

rAT

Les plans P et P'sont SECANTS
¢ int Qr,g, /(’Lo\rL
A 1 ‘V\,k—e’\ A‘Cb(‘\ A

Cas particuliers

Deux plans confondus représentent un cas particulier de deux plans paralléles.
Deux plans orthogonaux représentent un cas particulier de deux plans sécants.

Conséquence en terme de raisonnement mathématiques
Pour b1en raisonner, ayez bien en téte qu'il n'y a que deux positions possibles entre deux plans.
Et donc, pour montrer que deux plans SONT SECANTS,
_ il suffiira de montrer que ces deux plans NE SONT PAS PARALLELES.

Attention aux idées recues

Ce chapitre nécessite, comme toujours, un apprentissage par coeur des propriétés et des méthodes ... mais
cela ne suffira pas ! Il faudra travailler sur une certaine visualisation des situations proposées car il ne
suffira pas de réciter son cours. Voici un exemple pour s'en convaincre :

(&)

. Loy Avoiben (L\ Jf’( L') somt
; = w*-h-mw% Aa.w: Ale. feam l'n.(
a XU‘) ;

Aaw‘f ;ﬂ.«.««cem bm.k\(. twx .

n| A L&' &)Mgﬁ.",l'pg‘
= (. ) ( -Pduw,«t @ee.
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Les positions relatives d'une droite et d'un plan

11 faudra dans cette partie imager les situations : les plans sont comme des livres et les droifes comme des
stylos. N'oubliez pas qu'en mathématiques, la manipulation des objets est fondamentale ; prenez des livres
et des stylos dans vos mains pour manipuler tant qu'il le faudra !

Positions relatives d'un plan et d'une droite
Un plan et une droite dans I'espace n'ont que deux positions relatives possibles :
— un plan et une droite peuvent étre paralléles.
— un plan et une droite peuvent étre sécants. Dans ce cas, l'intersection entre les deux est un point.

lllustration graphique

Le plan P et la droite (D) sont PARALLELES

b

Le plan P et la droite (D ) sont SECANTS

\, UBV &, w\k
M ﬂl lm\"i'\ié(, (FO.-VL.

E‘D

Cas particuliers
Une droite contenue dans un plan représente un cas particulier de "paralléle 3 ce plan".
Une droite orthogonale a un plan représente un cas particulier de "sécante a ce plan”.

Conséquence en terme de raisonnement mathématiques

Pour bien ralsonner ayez bien en téte qu'il n'y a que deux positions possibles entre un plan et une dr01te

' Et donc, pour montrer qu'un plan et une droite SONT SECANTS, '
il suffira de montrer que ce plan et cette droite NE SONT PAS PARALLELES.

Attention aux idées regues

Ce chapitre nécessite, comme toujours, un apprentissage par coeur des propriétés et des méthodes ... mais
cela ne suffira pas ! Il faudra travailler sur une certaine visualisation des situations proposées car il ne
suffira pas de réciter son cours. Voici un exemple pour s'en convaincre :

@) W) Len dvoiben (A) eb (L) st combemuen

Ao.w; AlA 'Qam QZLAM}Q c«('w euxl .

Maia (4 ek (&) sont pawnllelea
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Les positions relatives de deux droites dans 'espace

Il faudra dans cette partie imager les situations : les plans sont comme des livres et les droifes comme des
stylos. N'oubliez pas qu'en mathématiques, la manipulation des objets est fondamentale ; prenez des livres
et des stylos dans vos mains pour manipuler tant qu'il le faudra !

Positions relatives de deux droites .

Deux droites dans I'espace auront #rois (c'est la nouveauté) positions relatives possibles :
— elles peuvent étre paralléles.
— elles peuvent étre sécantes. Dans ce cas, ['intersection des deux droites est un point.

— et il existe une troisiéme position : elles peuvent étre ni paralléles ni sécantes.
La nouveaut¢ est bien dans cette troisiéme possibilité qui n'existait pas en géométrie plane.

lilustration graphique

?(;ﬂ'\.k’—

Ar(}l,mh‘UMLJ(xW\. D\\
>~ d

i D'

e
/ 5

Les droites (D ) et (D ') sont Les droites (D ) et (D ') sont Les droites (D) et (D ') sont
paralléles. sécantes. "ni paralléles,ni sécantes".

1l faut "imaginer" ( D ') passant
"au-dessus" de (D ).

Droites coplanaires, droites non coplanaires

Lorsque des droites sont "ni paralléles ni sécantes", les deux droites ne peuvent pas étre comprises dans
un méme plan : on dit que les droites ne sont pas coplanaires.

Par contre, elles seront coplanaires (dans un méme plan) si elles sont paralléles ou sécantes.

Conséquence en terme de raisonnement mathématiques
Tout cela va compliquer sensiblement la tAche pour les raisonnements.
En effet, pour montrer que deux droites sont sécantes dans l'espace,
il ne suffira plus de montrer qu'elles ne sont pas paralléles !
Car 11 ya donc cette troisiéme possibilité, et elles pourront &tre "ni paralléles ni sécantes".

Vocabulaire et cas particuliers

On dit "perpendiculaires" pour deux droites qui sont en position d'angle droit en étant sécantes.

On dit "orthogonales" pour deux droites qui sont en position d'angle droit mais qui ne sont pas sécantes.
Deux droites confondues représentent un cas particulier de deux droites paralléles.

Un petit bilan en utilisant un objet bien connu : le cube
. S, . Les droites ( FB ) et ( GC ) sont paralléles.

7 7]

i
i
i
i
i
{
i
i
i

. Les droites ( EH ) et ( HG ) sont sécantes : on peut méme dire qu'elles
sont perpendiculaires.

D SN F— ;C . Les droites ( EF ) et ( HD ) sont "ni paralléles ni sécantes" , elles sont
A~ donc non coplanaires. Mais, comme elles sont en position d'angle droit,
A B on peut dire que ces droites sont orthogonales.
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La représentation paramétrique d'une droite

Dans le plan, il y avait deux types d'équations possibles pour les droites : I'équation réduite (y =ax+b) ou
I'équation cartésienne (ax +by + ¢ = 0). Dans l'espace, une droite se définira avec une représentation
paraméirique, c'est a dire avec un systéme de trois équations paraméiriques.

Définition et propriété de la représentation paramétrique
Pour écrire une représentation parametnque d une drmte 11 nous faudra
- unpoint de cette droite.

= bn vecteur directeur de cette droite.

- unparamétre , ¢'est 3 dire un réel quelconque que 1‘on notera (souvent) touk. : i
Du coup, toute droite ( d ) de 'espace sera caractérisée par un systéme d'équations parametnques du type

c "ol éféiwuf«»{ hk

Cm“w(’)m«(-% J{fl/f“b
x—A L g & WU U‘f(/kcvv\ l{l%blﬂw’\/z
}A + 4\ w}

L»O«J‘lit.o'w,m.é—bl A Vm pmm t(/L &k iﬂoltﬁ
Appllcatlon

Donner une representatmn parametrlque de la droite (AB ) avec les points A (3 4;-5)etB (1 9 2)

— |4-3= Le weelpas /;r—/: et Liew 4t
B c.o.e ~Q¢. o 5 e . e
™~ g %-L = 5 7. u—f,()(‘éu\ /{(tu.,b‘lw\ |
2-(-¢)=%¥ I Ca_ Attt (AB) !
\)M, ’uqe\:“m a.\'";w PMM 6"\\ Nl AL a. J'\onh_ LA’Q)) Qof—

QM(" é_u{d'lm

-\-Qucz.) Ainecbeun A% w=2-28k
L‘+Q -—oaa\(" zzk*gé
Sl ke . e

é b Tk S+

O A man A P wl-pr wu:u A T ﬁl,i-{’\.(-’llJ, w Ucm[«k@

Remarque : en remplacgant le paramétre k par un nombre on peut obtenir n'importe quel point de la droite.
- sionremplace k par 0, on peut vérifier que I'on obtient le point A.

si onremplace &k par 1, on peut vérifier que l'on obtient le point B.

si on remplace k par 2, on obtient encore un autre point de cette droite.

X

r

"

of

x =3 -2X2 x=-1
Ce point aura alors comme coordonnées { y =4 +5Xx2 ,cestadire {y =14
z=-5+7X2 =9
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Comment montrer qu'un point appartient a une droite

Le principe générale de la méthode

Etant donnée une droite, dont on connait une représentation paramétrique, on pourra vérifier si un point
appartient a cette droite. Pour cela, il faut qu'il existe une méme valeur du paramétre qui permette
d'obtenir les coordonnées de ce point.

Du coup, on devra résoudre 3 petites équations afin de trouver cette éventuelle valeur du parameétre.

Application
T ‘ : , e
On COIlSldel'C Ia drmte ( d) deﬁme par une representatlon parametnque 1y~ -3 +4k
z 5 k

a) Le pomt A( 9 13 1 ) appartlent-ll 4 la droite ( d) 2
b)Lepoint B(7;5; 3 ) appartient-il 4 la droite (d ) ?

) om ataoswtb {’Ll-!.'x‘-‘-g 2—‘.'—‘% ‘t 4
le Auxs\‘t.\ma_ “S+lbh =4y '-'Q- a6 — (R=4
S;ﬁ =1 -&=-4 ("

Cob b baaFe (1) Tkl piak A

O O‘o“!\cm\' L;cm (’« MZM V*eﬁu\. f° - 6. ra_q,.._:kn_ K .
o &w et, PQ;A.(— A &fra« "\‘Qm" a\eo. J'\:‘n "4._. (4’.)

l) om Leoubt (4+2& =73 2R=6 =1
Le 6?":% _’5*1‘@(:3 — Len--?) — Q:L'
S-h =2 -bh=-2 R=1

s la A:TE (M \/c,’mf’& ‘Ja‘. il

Qa m”\zkt&"eﬂ; eﬁ. et wﬂcu\_ 'buu_ (A— P‘Uuw: "u. Q ‘
g | S— U f:lm(” o mfa‘r«“\ CM.‘_r/; A e«. w:-"( U)

Cas particulier
11 est parfois inutile de faire des calculs. C'est le cas, par exemple, lorsqu'une des coordonnées de
'équation paramétrique de la droite ne dépend justement pas du paramétre.

_ 7 x= 143k
Ainsi, le point de coordonnées { 9 ne peut pas appartenir a la droite définie par y= 10
8 z= 64k

En effet, I'ordonnée du point est égale 4 9 : elle ne pourra jamais étre égale a 10 et ainsi correspondre a
I'équation paramétrique de la droite.
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Vecteur normal : La définition et
comment montrer qu'un vecteur est normal a un plan

Trouver un vecteur normal & un plan sera essentiel pour la suite. Cela permettra de déterminer les
positions relatives d'un plan avec d'autres objets de I'espace ou d'obtenir I'équation cartésienne du plan.,

Définition

Un vecteur 7 est un vecteur normal & un plan P s'il est un vecteur directeur d'une droite orthogonale &
ce plan (le vecteur est alors "visuellement” orthogonal au plan).

n

g e

Propriété

~ Un vecteur 7 est normal 3 un plan P s'il est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires de P.

Meéthode a utiliser

Pour montrer que le vecteur 7 estnormal au plan (ABC) on vérifiera que 71 est orthogonal a A B et
AC (on peut aussi raisonner avec AB et BC ou bien encore avec AC et BC 1

On utilisera donc le produit scalaire (sion est bien dans un repére orthonorme) qui devra étre égal 2 3
zéro afin de conclure que 7 L AB et nl AC.

Application

On considére les points A(0;1; 0 Bil:2: e Cll D O)qulformentunplan(ABC)
Ondonne F(0;0;2)etD(2;2:0) et onvamontrer que FD est un vecteur normal au plan (4BC).

Certains exercices demandent de vérifier que les points A, B et C forment bien un plan. On rappelle
donc qu'il suffit de montrer que ces trois points A, B et C ne sont pas alignés !

=5 | 4 -0 s gy 4d-c= 4
Q e u..Qc.qu_. AN 2.4 A ot ac i e
1-0= 2. © - = D
. g eL=2:= 7
Qe Meoueu awn: 0 e
o =-te—1
w 1
Bl s e 1, il | :.|4=2<1+L*4. )22
N
b Fo.AC- I'i e = et +2¢(2) (-0 = [3)
-3, .
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Equation cartésienne d'un plan
Comment montrer qu'un point appartient a un plan

Equation cartésienne d'un plan

Tout plan P de l'espace pourra s'écrire 4 I'aide d'une équation cartésienne du type ax+tby+ez+ d =0,
ot le vecteur de coordonnées (a; b ; ¢ ) est un vecteur normal au plan P.

UL/}:L. + L g, + 5} + 6 = o hP( ¢1m“ VD umhmu;uu

J(’V"- rodm da‘n.l'm (3 ) ll ‘ §> LDman, € UGJGH‘\ Mﬂma‘e :

-’bw..—}a—’}-_:.o (‘—oc—.-‘\(:"bu_«—Ooa, ié-l—} o)

o
b"’ e" M"QOM— u\_PCQRLMMQ— A Vo - RS -
aﬂmt ﬂv (% (o —'4—\ > e amn, & UC—J;—“\ Mﬂm‘l
Une petite remarque :

Les équations cartésiennes suivantes ( x+2y+5z+6=0 et 2x+4y+10z+12 =0) définissent un
méme plan car on passe d'une équation a I'autre en multipliant ou en divisarit tous les coefficients par 2 .

Appartenance d'un point a un plan
On considére un plan P d'équation cartésienne ax + by + ¢z +d = 0.

Un point A, de coordonnées ( x a , y A » Za ), appartiendra au planP siles coordonnees de ce pomt
vérifient 'équation du plan.

- on remplace x,yetzparles coordonnees du pomt Aeton dmt obtenir un résultat egal ao.
Exemples

a) Le point A (3 ;2 ; 4) appartient-il au plan P d'équation 5x - 6y + z -7 =0 ?
O M.m\rla.us Wy L&'a, po len oo domnien de A |
Om. Q—Q‘-—\C&- §\<.$ QKZ—FL\ } ei’mu oLl‘cca\,(_D

"'A %A 3

bou-u Q'-— ?9»«.\’ A’ .\erg_ |m(" L'Cw - UN /w

b) Le point B (5 ; - 1 ; 6 ) appartient-il au plan P d'équation 2x - 3y - 4z + 8 = 0 ?
Om Mu‘lﬂu. > S ta 0"2, (\.(CA L@\-JOM.M.:_A lt (4N
—p Om qucJA- AN 5-3&(.‘1) b= -3 20

Oae eL‘t&m(’f% o .

Deme fo eoomt' LN q”n\ ntu"- pos aw f(qm P

l Fiche (GeoTer13) © Bruno Swiners www.coursmathsaix. fr J




Comment trouver I'équation cartésienne d'un plan : la méthode

Le prmc|pe de la méthode

On va voir ici une méthode qu1 utilise le vecteur normal ' » I o
- on remplace Ies nombres a,betc de I’equanon du plan par les coordonnees de ce vecteur normal
— on trouve ensuite la valeur du nombre d , en utilisant l'appartenance d'un point 4 ce plan.

Comment retrouver I'équation cartésienne d'un plan

Cette question qui consiste a retouver I'équation cartésienne d'un plan se retrouve trés souvent dans des
exercices qui enchainent les trois questions ci-dessous.

Les méthodes pour répondre aux deux premiéres questions sont disponibles sur les fiches précédentes de
ce chapitre. Et nous allons donc surtout détailler la méthode pour la question 3.

Dans unrepereorthonorme, on donne lespomtsA( 1.1 1) B(3;3;-1 )et C( 1; 3 2 )
Question 1 : Montrer que les points A, B et C deﬁmssent un plan.

Question 2 : Montrer que le vecteur 7 (3;1:;4) estun vecteur normal a ce plan (ABC )
Question 3 : En déduire une équation cartésienne du plan (4BC). :

— Question 1 : Montrer que les points A, B et C définissent un plan.
On doit montrer que les points A, B et C ne sont pas alzgnes
On calcule donc les coordonnées des vecteurs AR et AC pour montrer qu'ils ne sont pas colinéaires.

— Question 2 : Montrer que le vecteur 7 (3;1;4) estun vecteur normal a ce plan (ABC ).
On doit montrer que 7 est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (ABC ).
Par exemple, on montre % 1 AB et #i L AC en utilisant le produit scalaire.

— Question 3 : En déduire une équation cartésienne du plan (ABC ).
C'est la question qui nous intéresse tout particuliérement pour cette fiche.

® O l.\ai"ﬂ._c. : ( 3. 4. L ) M"'um uﬁbhu\. r!mal aw pau- (AGL)
&'/' LAL N o
L'c:—o‘u_ fo:«.. o :;\ua.ma_. 10 u.(eu._ Qlct‘h‘\ﬂ. oW |\
3w *—13 + '-\} 4 =

/)

(28 S

¥ I wows wnte o AC "c.d\ammu_ Lo weeu«_ de 4 .
QOm uwh eﬂx- P2~ UCN(X’.—- qQr A e (ARL)
c,k O AAM{’Q&LC ﬂ-,a 0"5, 'F\ QCA Lua\_l(onnc% J(L— ﬂ .

G ohiidal: L«Lvhiu 4 +doo L V+d=o
&LA al’r \éA —D A:—-‘k

» L bﬂm‘l% C«'\."CA(Q.M.*{, dw f?onx. (_A&(_) Mkleng. ;
I+ 1 s ‘\é -3 =0

ou_ 3&.‘\-2-“'\}'% oo
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Etude de l'intersection entre deux plans

Comment montrer que deux plans sont paralleles
On utilise le vecteur normal de chacundesplans.
Sices vecieurs normaux sont colinéaires, alors les plans sont paralleles

T T S( M/ (’me, :50&(’ L,op(*u{eu'l%

i > Alon ome aura (P) 4 (Pi)

Montrons que les plans (P) : 3x+y-2z+4=0 et (P'): 6x+ 2y -4z+1=0 sont paralléles.

~ (3 4. 7_) et vm vedeun I fam (P)

- ((, z_--l.\) e ua vedreur mrtamel ""rp (f') .

L% uet.huw r. * S’ Aen.(’"udptuameA Lo». a :‘ ZM )

Dome len Qzuu; (_P) (P ) som b P@.G?e&/_\ .

Comment montrer que deux plans sont sécants

Cest une évidence si on a bien en téte qu 'il n'y a que deux positions relatives possibles entre des plans.
Pour montrer que deux plans sont sécants, il suffit de montrer qu'ils ne sont pas paralleies
Donc, il suffira de montrer que les vecteurs normaux ne sont pas colinéaires.

Comment montrer que deux plans sont perpendiculaires

Ce est un cas pamcuher de deux plans sécants. Si les vecteurs normaux sont orthogonaax (prodult
scalalre égal A zéro) alors les plans sont perpendiculaires.

— - e
Si‘ om. o zv: .(_fv\,/ (L(%Vﬁ\al(mw./v\f:f))

- ‘\_4
A
:Js \
- - - -———-—-—-—-—5\

- = Ao oa aunac LP) 1 LQ) _

Montrons que les plans (P) :3x - y+2z+6=0 et (Q) : 4x- 2y - 77 + 1 = 0 sont perpendiculaires.
l'\. (3 -4, L) (AF (TN v-C\.hu\. «.nmaz an re\.&_, (_P)
2 (-2, ) o v vecteus wrrmad au plaw ().

=y

On LOLQL\A.QC-M..M:-.'_'}'"I :} 3*“‘ ‘\'(4’) (7’)+2‘(-' ) :OJ

—-)—‘

Om&‘anumﬂ\. OMW-LM- —0 (_P) -L(_Q)
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Comment trouver la droite d'intersection entre deux plans

Dans un premier temps, on pourrait montrer que les deux plans sont bien sécants.

Ensuite, on pourra donc déterminer la droite d'intersection, en obtenant sa représentation parametrzque
Attention, c'est assez technique et il faudra bien suivre la méthode proposee

En effet, on va se retrouver avec un systeme de 2 équations 4 3 inconnues.

Ce systéme ne pourra se résoudre que si une des uoordonnees prend le role du parametre k (on donne o
souvent ce role 4 la troisiéme coordonnée z).

Puis, en utilisant la méthode de la substltutlen, on résout le systéme en expnmant les deux autres
coordonnées en fonction de ce paramétre.

Un exemple d'énoncé

On considére les plans (P) : 2x+3y—z+2=0 et (Q): *ty-2285-0
Déterminer l'équation de la droite d'intersection de ces deux plans. _

La solution

Certains exercices demandent de vérifier au préalable que les plans (P ) et ( Q ) sont bien sécants.
On rappelle donc qu'il suffit de montrer que les vecteurs normaux (2 ;3;-1)et(1;1;-2) ne sont
pas colinéaires. Ce qui est assez évident ici.

2.&4-33,—} -2 =0
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Etude de l'intersection entre un plan et une droite

Comment montrer qu'un plan et une droite sont paralléles
On utili’s’i': un vecteur normal du plan et un vecteur directeur de la droite. o D :
Si ces vecteurs sont orthogonaux (on utilise le produit scalaire), alors le plan et la droite sont paralléles.

() 4 : o S OMa,XLz(Ao‘t{'_Nt,;:O)
G g '
G s o . LAY L LY
x = 1+2k
Montrons que leplan (P) :3x+y-2z +4=0 etladroite (d): {y = 3- 4k sont paralléles.
z=2+k

;:(3,4-"2.) l/skum. v'-c.hm\ uOft.—;qL awu. A (f) ;
w (_2.' -bj 1) bve Mm»dt‘uuhuuk b J'\:}{'c_ (lj :
Oun calle :.-:,:3&24—4&(-#)4-(—”&4 —_—.‘@

S o «,:._u:-;o 60&' ;C —L-’:r deﬂ('J-)// Lf)

Comment montrer qu'un plan et une droite sont sécants

Cest une évidence si on a bien en téte qu'il n'y a que deux positions possibles entre un plan et une droite.
Pour montrer qu'un plan et une droite sont sécants, il suffit de montrer qu'ils ne sont pas parall¢les. ,
Dong, il suffira de montrer que les vecteurs normaux du plan et vecteurs directeurs de la droite ne sont
\pas orthogonaux (produit scalaire différent de zéro). - ‘ ‘

Comment montrer qu'un plan et une droite sont perpendiculaires :
C'est un cas particulier d'un plan et d'une droite sécants. Si un vecfeur normal du plan et un vecteur
directeur de la droite sont colinéaires alors le plan et la droite sont perpendiculaires. o

24 1z ¢i o ok obeiminen
/ i /P\/ A—@«VV& O A (0() e U)) -

W

x=2-3k
Montrons que le plan (P) : 6x -2y + 47+ 1=0et la droite (d) : { y = 1 +k sont perpendiculaires.
z=5-2k

Py k6 1L I-‘) bl v ved@iun. moramadl au WamU}J ‘
w (— w } 1 }‘2—) A yen veNu~ ll‘%kg\— de ca.. i\e;Ll— (‘L) .
Om (:Luk éﬂiél‘a_ 1-4_:, et w Ml’ufa'm:i«w‘_(ow 4.:,--—7_2)

I Fiche (GeoTer17) © Bruno Swiners www.coursmathsaix. fr




Comment trouver les coordonnées du point
d'intersection entre un plan et une droite

La méthode

Elle consiste 4 déterminer la valeur du parametre k qui va correspondre 2 cette intersection.

Pour cela, on va remplacer Ies ,y etz de l‘equatlon du plan parles "x, y et z" dela drmte
On va donc se retouver avec une equatlon a une inconnue (qui sera le paramétre k ). - L
On résout alors cette équation afin de déterminer la valeur de ce parametre k.etonen dedurt ensurte les
coordonnées du point d'intersection en remplagant k dans la droite (d ). .

Un exemple d'énoncé

‘ ‘ e e
Oncons1déreleplan(P) 3x+y 52+6 0 etladrmte (d) y =2 iF
Z=0ak
Determmer les coordonnees du pomt d'miersectmn entre 1e plan et la droite.

La solution

waad"l}_‘ 'b:js_.kta' ;Q\-\-‘-é:O

T ;f}”&z&? e

O oK et : 3(-1+2k) »(Z.—EKS- 5(¢ -\-Pz) +b=0
moib —3+6f +2-3k -28-5k +6 ==
wmib - 28 -20 = o
soib k=-4o
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Etude de l'intersection entre deux droites

L'étude de l'intersection entre deux droites améne trois possibilités de réponses et il faudra éviter I'erreur
qui consiste a affirmer "j'ai deux droites de I'espace qui ne sont pas parall¢les, elles sont donc sécantes”.

Un rappel des trois positions relatives

Deux droites de I'espace peuvent étre sécantes (elles sont alors coplanaires).
Le seul moyen de savoir si elles sont sécantes est d'appliquer le calcul de la fiche suivante qui consiste &
chercher et & trouver (ou non) les coordonnées de leur point d'intersection.

Cas particulier : si les droites forment en plus un angle droit, alors elles sont perpendiculaires.

Deux droites peuvent étre paralléles. Elles seront & nouveau coplanaires.
Cas particulier : elles peuvent étre confondues (c'est donc la méme droite !).

Deux droites peuvent étre "ni paralléles ni sécantes". C'est le seul cas ol les droites ne sont pas
coplanaires (aucun plan ne contient les deux droites).
Cas particulier : si les droites sont en position d'angle droit, alors elles sont orthogonales.

Comment montrer que deux droites sont paralléles
On utilise un vecteur directeur de chacune des droites et on montre que ces vecteurs sont colinéaires.

x= 2-3%k x =8 +9k
Les droites (d): { y= 1+k et (d'): {y= -3 -3k sontelles paralléles ?
z=5-2k z= 546k

w (-3;4.)-?,) ebrvm vedeun Livdeun de la dibs (_4) :

we (%7-3; ¢) S\ u-uJ’c:, dinteu de o l«oj"e— (d 'L~

O {zukug«(g'walm: er'mkwpo&:f«u (UC.'.:-'SM.)
bBoue dn daoibn (_i) J’(,o(‘) sk L ica ‘gnx.aﬂ(e_\ eA .

Comment montrer que deux droites sont perpendiculaires ou orthogonales
On utilise un vecteur directeur de chacune des droites et on montre que ces vecteurs sont orthogonaux.

x =2k x= 245k
Les droites (d): {y = 1+6k et (d'): {y = 1+k sont-elles orthogonales ?
z= 6-4k z =4k

akl , b ‘,-—‘-\)a*'wm vechiun diacckeus de A o(«a‘."‘c_.(_a() :
w (5‘,4‘, L) o v vecteun Ac'u.ul’w.«. de bo droibe (_o{') :
o 2 u&.»LTZ.R' =2x 8+ b A +(-4)x}

O ablianl . 0= o

O o. dome :.,.L-t:.' el dome (J-)_L(JL') ]

Pour pouvoir affirmer que ces droites sont perpendiculaires, il faudrait en plus montrer qu'elles sont
sécantes (on appliquerait alors la méthode de la fiche suivante).
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Comment trouver le point d'intersection de deux droites

Méthode
Le principe général est de résoudre trois équations entre les coordonnées de chacune des deux droites.
Avec quelques régles essentielles a respecter :
- il faut que les deux droites soient écrites avec deux paramétres différents ( & et k' par exemple),
méme si I'énoncé ne I'a pas lui-méme fait avant !
- onisole un des deux parameétres (£ ou k') en privilégiant une équation dans laquelle le
paramétre isolé n'a pas de coefficient devant. (afin de ne pas avoir de division a faire !).
- onremplace alors le paramétre isolé dans les deux autres équations (et il faut bien garder les trois
équations jusqu'au bout car la réponse finale provient de la cohérence de ces trois équations /).
- siles deux droites sont bien sécantes, on trouvera des valeurs cohérentes pour & et pour k' (que
l'on pourra vérifier si elles nous donnent bien les coordonnées d'un méme point !).

L'énoncé " |
Lesdroites (d): 1y =-1+2k et (d'):{y=2-k' sontellessécantes ?
e e

La solution

3*’& = &.
Avef = Z—g,'
-3k =-4+f

s
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On abticat W=k L k=%«
%—4*7-&-:7_-(.‘54-“.) <" ) vt =2-9-R
-3k = -1+ (2+R) -38 =-4+%:4
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