Diviseur , multiple , divisible par ....

Le vocabulaire va étre trés important dans tout ce chapitre, afin de ne pas tout confondre !
De plus, vous pouvez tout de suite intégrer que, dans ce chapitre, nous ne travaillerons qu'avec des
nombres entiers. Pas de nombres décimaux, pas de nombres négatifs dans tout le chapitre.

Qu'est ce qu'un diviseur ? Qu'est ce qu'un multiple ?

Un nombre entier d est un diviseur d'un nombre entier 4 si le résultat de la division de 4 par d est égal a
un résultat entier.

Conséquence : Les nombres d et A sont alors dans une méme table de multiplication.

On dit alors que le nombre A est divisible par le nombre d.

Si le nombre entier d est un diviseur du nombre entier 4, alors on peut dire aussi que le nombre A est un
multiple du nombre d.

Conséquence : Le nombre A peut s'obtenir en multipliant le nombre d par un nombre entier. On est
toujours bien dans une méme table de multiplication.

Exemples :
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Comment trouver des diviseurs

Deux régles essentielles sur les diviseurs pour commencer
Le nombre [ est un diviseur de tous les nombres entiers.
Tout nombre entier est un diviseur de lui-méme.

Donc, pour trouver les diviseurs d'un nombre entier, on sait qu'il y en aura toujours deux (le nombre 1 et
le nombre lui-méme), puis il faudra juste se souvenir des tables de multiplications !

Len diviaruin de 40 acub : 4 ) 2 S ) 10
Lea AQV\MMV\O(L 12—&9«\.(". 4-‘1.,3"4\6,17._
Len divineun de 44 nomt 4 44

Comment trouver des multiples
Clest trés simple. Il suffit de prendre le nombre, et de le multiplier par des nombres entiers.

Nen mwe&"veo; de 20 MM-(:': 10" 0, nYe [ Lo ...
YN mm.U’irQo; le 42 wub 12, 24, 36 j Lt ...
Ben malbi o de 44 sanb: 44, 22 33 WU

| Fiche (ArithTrois1) © Bruno Swiners www.coursmathsaix.fr




Les critéres de divisibilite

Je pense qu'il faut, au moins, maitriser les quatre critéres de divisibilité suivant : la divisibilit¢ par 2 , par
5, par 3 et par 9. Car, méme si les calculatrices existent et qu'il est bien de les utiliser, il est toujours
important d'avoir une base de calcul mental.

Mais, au fait, qu'est ce qu'un critére de divisibilité ? C ‘est une régle simple qui va vous permetire, en
observant un nombre, de savoir directement, si ce nombre est divisible par 2 , ou par 3 ou par ...

La divisibilité par 2
[Un nombre entier est divisible par 2 si il est PAIR , Clest & dirc si il SE TERMINE par 052 ;4 ;6 0u8. |

€36 ek divna e PR T Laa 10 ac Ferami aee pn é .
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La divisibilité par 5
[Un nombre entier est divisible par 5 si il SE TERMINE par 0 ou par 5. ]

Lys w4 vh;“\\aec pre $ can ¢ s FCaamion pan = -
So2 m’%"'fm A viu'\we. pon S wan il M-\\'-umiu.. ‘h«. .
La divisibilité par 3
Attention, il serait inutile, et méme faux, de ne regarder que le dernier chiffre cette fois.

La régle est plus technique : il faut faire la SOMME de tous les chiffres du nombre étudi€ et on vérifie si
le résultat de cette SOMME est dans la table de 3.
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chiffres du nombre étudié et on vérifie si le résultat de cette SOMME est dans la table de 9.
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Les nombres premiers
Décomposition d'un nombre avec ces nombres premiers : la méthode

Les nombres premiers jouent un rdle essentiel en mathématiques et il faut, dés maintenant, connaitre par
ceenr le début de la liste de ces nombres premiers { il v en a une infinité ) et savoir bien les utiliser .

La définition -
Un nombre premier est un nombre entier positif qui n'admet que deux diviseurs distincts (ce qui signifie
"différent I'un de l'autre”) : 1 ef lui-méme. ]
En clair, un nombre premier n'est divisible que par 1 (qui est un diviseur de tous les nombres !) et par lui
méme (sachant gue tout nombre est divisible par lui méme !). Il ne sera donc divisible par aucun autre
nombre, et il ne sera donc dans aucune autre table de multiplication.
Attention, cette définition exclut le nombre 1 qui n'est effectivement pas un nombre premier.
Exemple : 11 est un nombre premier car il n'est divisible que par 1 et par 11.

12 n'est pas un nombre premier car il est divisible par 1 , par 12 mais aussipar 2 ; par 3 ..

Le début de la liste des nombres premiers.

Il y a beaucoup de méthode pour faire la liste des nombres premiers. Mais je pense que vous pouvez assez
facilement apprendre et retrouver (4 I'aide des tables de multiplications) le début de cette liste quiest a
parfaitement mémoriser.

23;33537:;113;13;17;19:23;29

La décompeosition d'un nombre en facteurs premiers : la méthode
On va suivre ici une méthode qui va nous permettre de décomposer n'importe quel nombre entier a l'aide
des nombres premiers. C'est un peu comme si on défaisez une maison en LEGO (c'est le nombre) pour
retrouver toutes les petites piéces qui ont aidé a la construire (ce sont les nombres premiers).
11y a trois régles essentielles a respecter pour décomposer un nombre entier :
- il faut essayer de diviser ce nombre par les nombres premiers pris dans ['ordre de la liste. On
commence avec 2 ; piis on essaye avec 3 ; puis on essaye avec 5 ...
- tant que "c'est bon" (tant que le résultat de la division est un entier) alors on continue avec ce
nombre premier avant de passer au nombre premier suivant.
- ons'arréte quand on arrive & 1 comme résultat final de la division.
Décompesition du nombre 1274

On part de 1274 et on teste avec 2 — 1274 : 2=637 — ¢'est bon (résultat entier)
On part de 637 et on teste encore avec2  — 637:2=318,5  — pas bon (résultat non entier)
On repart de 637 et on teste avec 3 — 637 : 3=212,33.. — pas bon (résultat non entier)
On repart de 637 et on teste avec 5 —637:5=1274  — pas bon (résultat non entier)
On repart de 637 et on teste avec 7 " —=637:7=9 — c'est bon (résultat entier)
On part de 91 et on teste encore avec 7 =93 = T="13 — c’est bon (résultat entier)
On finit avec 13 (qui est premier) —13:13=1 — on s'arréte !!

On écrira alors cette décomposition de la facon suivante :
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Comment trouver la liste des diviseurs premiers d'un nombre entier :

quelques exemples

On va voir, dans ces exemples, que méme en partant de nombres entiers tres grands, la méthode utilisée
va tres vite, car elle utilise des divisions et permet rapidement de travailler avec des nombres plus petits
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Décomposition du nombre 924
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Décomposition du nombre 2205
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Décomposition du nombre 21528
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Comment trouver TOUS les diviseurs d'un nombre entier

11 faut prendre ici un peu de recul sur les nombres rencontrés dans ce chapitre d'arithmétique.

— S1i le nombre est assez petit, on n'a pas besoin de méthode particuliére pour donner 'ensemble de
TOUS ses diviseurs. Par exemple, les diviseurs de 18 sont: 1;2;3;6;9; 18.

On se souviendra que le nombre 1 est un diviseur de tous les nombres entiers, que tous les nombres sont
des diviseurs pour eux mémes , et que vous connaissez ur peu vos tables de mdtiplications.

— 8ile nombre est par contre 1rés grand, toute méthode, et donc méme celle vue sur cette fiche, sera
contraignante & mettre en place devant le nombre important de diviseurs a traiter et A trouver.

Du coup, la méthode vue sur cette fiche sera trés utile pour des nombres "ni trop grand, ni trop petit”.

La méthode

On va avoir besoin de faire la decomposﬁmn du nombre entier a I'aide des nombres premiers.
Une fois cette liste établie, il faudra avec soin faire des combinaisons avec ces diviseurs afin de
reconstituer 'ensemble de TOUS les diviseurs.

Exemple : on cherche I'ensemble de tous les diviseurs du nombre 60.
— on décompose 60 a l'aide des nombres premiers.

(“Yeo) o
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45 3
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— on fait des combinaisons en multipliant ces facteurs premiers entre eux.
On commence en les prenant tout seul ; puis en les multipliant ensemble par deux ; puis par trois .....

la divisewon de 60 aounlr: 4
.
3

5

22 (=L4)

LxY (=6)

2 S (=72=)
I»nS (=7%)
2elvd (=42)
2e2xS (=122)
223IxS (:'}o)
2k 2xd3x8 (=C6o)

La Q\"sh—- Lempeeih_ et dome
a5 3% '-. 5 6 ; 10 ; m.a.cwaoeo
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Comment simplifier une fraction : les fractions irréductibles

Comme dans tout ce chapitre, la nécessité d'utiliser une méthode va dépendre de la capacité de chacun a
faire du calcul mental, a trouver des diviseurs, & maitriser les tables de multiplications

Par exemple, si il faut simplifier la fraction 10 ° il est inutile de mettre en place une méthode

. . . : 8 4
"compliquée" pour dire que cette fraction est simplifiable par 2, et que l'on obtient — = —

I 5"

Un peu de vocabulaire pour commencer

Une fraction est irréductible quand on ne peut plus la simplifier.
Le numérateur et le dénominateur n'ont plus aucun diviseur en commun (a part le nombre 1, bien sir).
On dit alors que le numérateur et le dénominateur sont premiers entre eux.

) 7 e 8 . .
Par exemple, la fraction 1 est irréductible car les nombres 7 et 11 sont premiers entre eux, ils n'ont que

1 comme diviseur commun.

Ce vocabulaire n'est pas si facile : les nombres 18 et 35 ne sont pas premiers ( 18 est divisible par 2 ... et
35 est divisible par 5 ... ) mais ils sont premiers entre eux (ils n'ont que 1 comme diviseur commun,).

La méthode

On cherche a simplifier la fraction pour la rendre irréductible.

76
2268
— on décompose 1764 et 2268 a 'aide des nombres premiers.
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— on reconstitue les nombres 1764 et 2268, puis la fraction a l'aide de ces décompositions. Et enfin, on
simplifie entre eux tous les diviseurs premiers qui se trouvent au numérateur ET au dénominateur.
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Comment simplifier une fraction : des exemples

Vous allez avoir sur cette fiche des exemples qui vont vous permettre de vous entrainer a savoir
décomposer un nombre entier avec des nombres premiers et a utiliser ces décompositions pour rendre
irréductible des fractions.

168 ; :
Exemple 1 : On cherche a simplifier la fraction % pour la rendre irréductible.

— on décompose 168 et 252 a 'aide des nombres premiers.
On obteab v 464

4
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— on finit en simplifiant la fraction.

A3 _ A xExwlx FeF _ L
3

282 2 Z R Xxd ¥

82 - .
f 530 Pour la rendre irréductible.
— on décompose 3825 et 1530 a l'aide des nombres premiers.

Om obliemb: 332¢] 2 4830
142%¥8 | 3 Y68

Lis | S 2$5s

161 S 34
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Exemple 2 : On cherche a simplifier la fraction

W ww

— on finit en simplifiant la fraction.

31328 . Fr x5 xSx AF
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2435 L X eFr % xAX 2
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Des cas particuliers avec les simplifications de fractions

Quand on nous demande de simplifier une fraction pour la rendre irréductible, il arrive parfois que 1'on
tombe sur un des cas particuliers suivants. Il faut juste les avoir déja croisés une fois, afin de ne pas étre
surpris par les conclusions obtenues.

22
Exemple 1 : On cherche a simplifier la fraction % pour la rendre irréductible.

— on décompose 225 et 675 a l'aide des nombres premiers.
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— on finit en simplifiant la fraction.
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Exemple 2 : On cherche a simplifier la fraction % pour la rendre irréductible.

— on décompose 196 et 495 a l'aide des nombres premiers.

Om obbienb. 444 ] 2 Lag | 3
a3 | » 1465 | D
L | s | &
S 14 | 44
4 4

— on finit en simplifiant la fraction.

A6 _ 22wt - 496 |om me PQMJJ
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Le Plus Grand Diviseur Commun
Comment calculer le PGCD de deux nombres

Principe de départ
Quand on s'intéresse aux décompositions en facteurs premiers de deux nombres entiers, iy a
schématiquement deux possibilités :

—  soit le seul diviseur commun (qui se retrouve dans chacune des listes) est le nombre 1 (qui sera
toujours un diviseur bien sir !). Dans ce cas, le PGCD de ces deux nombres est égal a 1 car ces
nombres n'ont aucun autre diviseur commun, a part ce nombre 1. Les deux nombres sont alors
premier entre eux.

L PGCD = 1 est équivalent a "les deux nombres sont premiers entre eux" ’

— soit il y a des diviseurs qui se retrouvent dans les deux listes et on obtiendra le PGCD des deux

nombres en MULTIPLIANT entre eux tous ces diviseurs communs.

Concrétement, cela signifie qu'il n'y aura aucun nombre plus grand que ce PGCD qui permettra de
diviser chacun des deux nombres proposés.

Méthode
On cherche a calculer PGCD ( 882 ; 1134)

— on décompose 882 et 1134 a l'aide des nombres premiers, et on va entourer les diviseurs qui se
retrouvent dans les deux listes.

0w obbieat : 2| @ 4 41

bha | (3 $L}
143 | 3 439
| 3 6>
E 24

¢! 3

4

}

J
S

\

W

@l

N’

— on obtient alors le PGCD ( 882 ; 1134.).
Ler At uan Lommuma 2ot 1 25 3 ; 33?
Om obtienk:
PGCA(482,44%4) = 2«3 =3 =}
=426
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Comment calculer le PGCD de deux nombres : des exemples

Vous allez avoir sur cette fiche des exemples qui vont vous permettre de vous entrainer a savoir

décomposer un nombre entier avec des nombres premiers et a utiliser ces décompositions pour calculer le
PGCD de ces deux nombres.

Exemple 1 : On cherche a calculer PGCD ( 128 ;224 )

— on décompose 128 et 224 a l'aide des nombres premiers, et on va entourer les diviseurs qui se

retrouvent dans les deux listes.
Om okhieat 424 2248 | (O
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— on obtient alors le PGCD ( 128 ; 224).

Om oL PG—CA(dZ'& ‘\27-‘\)7. 2:2¢2¢2e2:32

Exemple 2 : On cherche a calculer PGCD ( 1092 ; 780 )

— on décompose 1092 et 780 a l'aide des nombres premiers, et on va entourer les diviseurs qui se
retrouvent dans les deux listes.

dm obhiemb : 1042 |(D X0 |(D
SLe | D V%0 (D
(D 149¢ |(3)
a1 | 3 ¢s | 5
13 @D 13 |2

1 4

— on obtient alors le PGCD ( 1092 ; 780 ).

Om o PHCA (4062.',"}"60)-: 22«3 x4 = 456
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Un probléme de référence utilisant e PGCD

Les problémes mettant en jeu le caleul du PGCD ont des énoncés qui se ressemblent et que vous devez
savoir reconnaitre :
- ces problémes utilisent forcément deux nombres entiers

- il y a toujours la notion de "plus grand nombre de ....", de "nombre maximum de ..." ou de
"nonthre maximal de ..."

- il y a aussi toujours un mot du type "méme" ou "égal” ou ....

Une fois ce type d'énoncé reconnu, vous devez calculer le PGCD des deux nombres et vous devez ensuite
l'utiliser pour bien répondre aux questions posées.

Exemple (d'aprés Brevet)

Guillaume veut répartir la totalité de 760 dragées au chocolat et 1045 dragées aux amandes dans des
sachets ayant la méme répartition de dragées au chocolat et aux amandes.

On cherche a savoir quel est le nombre maximal de sachets que Guillaume peut réaliser, et quelle sera
alors la composition de chaque sachet (c'est 2 dire combien y aura t'il de dragées au chocolat et de
dragées aux amandes dans chaque sachet).

Les mots en gras et en italigue nous permettent de reconnaitre un énoncé gui améne 4 utiliser le PGCD.

On cherche donc 3 calculer PGCD (760 ; 1045) i
— on décompose 760 et 1045 i laide des nombres premiers, et on va entourer les diviseurs qui se
retrouvent dans les deux histes.

Om ohbiemt : o | 2 1 048 | (§)
190 | ¢ a8 |@n
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— on obtient alors le PGCD ( 760 ; 1045).

Om o. PG (YO, 4°¢*S)= Swds = 45

— conclusions
Om. FJ'JML Al k. An maximva. 45 Mu(cb; .
Om Me'.ue(. alorn 360:48 =7}
4045 44 = 11
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