Notion de variable aléatoire — Loi de probabilité

Définition

En classe de Premire, on sait déja calculer des probabilités dans beaucoup de situations différentes.

La notion de variable aléatoire va apparaitre lorsque l'on va associer les événements de cefte expérience
aléatoire & des mombres réels (qui seront des euros dans de nombreux exemples).

Un exemple de variable aléatoire
On considére un sac dans lequel on place 10 jetons ( 1 jeton rouge, 2 jetons bleus et 7 jetons verts).
On associe alors les événements de cette expérience aléatoire a des gains (ou 2 des pertes).
Si on tire un jeton rouge , | Si on tire un jeton bleu, | Si on tire un jeton vert,

alors on gagne 9 euros. | alors on gagne 4 euros. alors on perd 3 euros.

On parlera de gains algébriques pour signifier que le gain peut étre négatif (et c'est alors une perte).
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On peut alors définir des probabilités liées a différentes valeurs prises par la variable aléatoire.
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La loi de probabilité de cette variable aléatoire

Cette loi de probabilité va résumer I'ensemble des probabilités obtenues pour CHACUNE des valeurs de

la variable aléatoire (il faudra donc parfaitement lister ces valeurs).

On aura, sur la premiére ligne du tableau, les différentes valeurs ( x ; ) prises par la variable aléatoire X.

On aura, sur la deuxiéme ligne, les probabilités ( p ;) correspondantes a chaque valeur de la variable (ces
robabilités seront le plus souvent notées en écriture décimale).

Variable aléatoire X i (U(- «1> — 3 LDL 'L) L. (’)L 3 ) ﬁ
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Probabilités p i CPa) 0,% (f2) 0,7 (F3) O,d_

On peut vérifier ici cette propriété : la somme de toutes les probabilités ( p ; ) doit étre égale a 1.
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Comment déterminer une loi de probabilité : exemple 1

Enoncé de la situation

On lance un dé équilibré comportant 6 faces.

Si la face indique un nombre impair , alors on perd 5 euros.

Sinon, on gagne la valeur en euros du numéro de la face.

Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X donnant le gain algébrique a ce jeu .

LOA uJuM .r\«"aM P\ ea u¢1(a.KL aec’a."ao'u Mé’ !
R - ;
e, obigmkE v mo.-wL'\JZ..

Om o - P(Kt-g)::‘g (A:it 1 famees aun 6)

X QL(—‘QM‘: C

own. © L(—L‘(:\_’Ez

4
>% DLHEW
£l | o o it qe

— b la Pm‘mli?.‘h’lc e«a/«& timg ewrod | Faba di
d7obbemia ven mommle c'u\'am'q. avee Ce de
Om a - ‘:(&-;?.)-_-. % (a0t 4 Knmee sur 6)
- ot la f\e'u.'s{'e("e' de grgnen deust euror, Coba diu
d7obleain le mowbanr 2 avee le de.
O (,(-L),.‘-L ( asit 4.c.£n.«ut.kus6)

iy & M(’ &. \e\b&Lxe te l.t. aaaa\b\ 1uﬁh& tm2a, c.a;"« JM.L

0‘ Lh...« Q& meMLU. l\ avee el. Olt .
B f(;(.,._Q)g_ ,4_-6__ (asct 4 Kamee Awg‘)

- ¢ lbt' po. eaaLaLc(\('e alc. o-\c-v. A Cuod ) ¢t mt lc«u..

d”obbeaia le mombue & avee e de”.

La loi de probabilité s'écrira :
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Comment déterminer une loi de probabilité : exemple 2

Enoncé de la situation

Un sac contient 26 jetons marqués avec les 26 lettres de I'alphabet.

On tire un premier jeton , puis un second jeton SANS remettre le premier dans l'urne.

On gagne 5 euros par voyelle tirée , et on perd 1 euro par consonne tirée.

Déterminer la loi de probabilité de la variable aléatoire X donnant le gain algébrique 2 ce jeu .

Lea u«.eeuv. .o\{w.x pr- eg uu‘\iq‘v(c a'el’;‘oiu. @M(_:
¢ 8 } 4 i 10

e, i Finit, ol uvgd')@/,\

‘ Om. A l’l«fa‘&c( (oM ommeA l Om. o “Mi Ung Uu&éeé_ \
= ) Uml_ (oA m L
On peut s'aider avec un arbre de probabilité ( V = tirer une voyelle ; C = tirer une consonne ) .

Aw premier tirage, on a 6 voyelles et 20 consonnes.
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La loi de probabilité s'écrira :

Variable aléatoire x ; -7 L( 10
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Comment calculer I'espérance mathématique
d'une loi de probabilité

Définition

Lorsque 'on connait la loi de probabilité d'une variable aléatoire X avec un tableau du type
Variable aléatoire x ; g %o L i § X
Probabilités p ; Pe Pu Pa . P

on pourra calculer I'espérance mathématique E (X)) avec la formule suivante :
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Exemple
On reprend la situation avec 10 jetons dans un sac ( 1 jeton rouge, 2 jetons bleus et 7 jetons verts).

Si on tire un jeton rouge , | Si on tire un jeton bleu, | Sion tire un jeton vert,
alors on gagne 9 euros. | alors on gagne 4 euros. | alors on perd 3 euros.

On note X la variable aléatoire qui nous donne le gain (algébrique) correspondant 2 la couleur du jeton.
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La loi de probabilité s'écrira : , i
Variable aléatoire x ; -3 L‘\ 9
Probabilités p ; o, %F 0,2 o,4

On calcule l'espérancae mathématique :
(ed
s = -3x0,F + b0 2 + 82041 = -9 (““")

Conséquences :
— L'espérance mathématique est ici égale & - 0.4 euros. Cela signifie que le jeu n'est pas équitable ( le
gain pour le joueur est négatif et ke jeu est défavorable pour le joueur , et donc favorable a l'organisateur).

— Au moment de jouer une partie, le joueur a une espérance de gain égale a - 0,4 euros.

Cela ne veut pas dire que le joueur perdra a chaque fois 0,4 euros. Ce gain ne correspond pas  une
réalité, cela correspond phutdt a une moyernne sur un trés grand nombre de parties.

Mais le jouecur peut aussi jouer trois parties et gagner 9 euros a chaque fois !

— Donc, si il y a 10 000 joueurs qui jouent, chacun aura une espérance égale a - 0,4 euros.
Pour la totalité des joueurs, cela améne une espérance de gain égal 3 10 000 X (- 0,4) = -4 000 euros.
L'organisateur peut donc espérer gagner en moyenne 4 000 euros, siill ya 10 000 joueurs !!

‘ Fiche (ProbPre4) © Bruno Swiners www.coursmathsaix fr ‘




La propriété de linéarité de l'espérance mathématique

La propiété
Voici cette propriéié de linéarité énoncée avec sa formule générale
Pour tout nombre a et hréels, onaura E{(ax+d)=gEX)+5H
On peut rapidement résumer cette propriété avec des exemples tirés de situations concrétes :
~ si un organisateur décide de multiplier les gains d'un jeu par 2 | alors Vespérance (et donc la
moyenne des gains) sera également multipliée par 2.
- si un organisateur décide d'ajouter 5 euros aux gains d'un jeu , alors 'espérance (et dong la
moyenne des gains) sera également augmentée de 5 euros.

Exempile
Le mieux est de voir un exemple pour lequel on va appliquer cette propriété de linéarité, tout en faisant
une vérification, en calculant directement I'espérance mathématique.

On reprend la situation avec 10 jetons dans un sac ( 1 jeton rouge, 2 jetons bleus et 7 jetons verts).

Si on tire un jeton rouge , | Sion tire un jeton bleu, | Sion tire un jeton vert,
alors on gagne 9 euros. | alors on gagne 4 euros. alors on perd 3 euros.

On note X la variable aléatoire qui nous donne le gain (algébrique) correspondant a la couleur du jeton.

Dans une fiche précédente , on a vu que l'espérance était alors égale a - 0,4 ewros.
On va considérer alors que l'organisateur décide de multiplier les gains de son jeu par 3 , tout en ajoutant
1 euro de prime.

— g va appliguer la propriété de linéarité
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— o peut vérifier ce résultat en écrivant la loi de probabilité correspondante 4 cette nouvelle situation
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La loi de probabilité sécrira

Variable aléatoire x ; -3 43 23
Probabilités p i O * o2 0,4
Or calcude alors Pespérance mathématigue

E(X) =-3x0)F +4320,2 + 28401 = - 0, L (euton)
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Espérance mathématique : comment tenir compte d'une mise (1)

Nous avons ici trois fiches qui s'intéressent 2 un jeu d'argent pour lequel il y a une mise de départ.
L'intérét va étre de savoir, pour chaque sitnation, si le jeu est éguifable mais surtout jusqu'a quel point il
est défavorable pour le joueur { et donc favorable pour l'organisateur, car ne soyons pas naif , un
organisateur ne mettra en place un jeu que si il a "Fespoir” de gagner de l'argent).
On verra, au final, trois situations qui permettent de balayer Vensemble des possibilités :

- onintégre la mise dans les valeurs de gains dés le départ.

- onne tient pas compte de la mise au départ et elle ne conditionnera que la conclusion en lien avec

I'espérance.
- on cherche guel(s) gain{s) il faudrait proposer afin d'avoir un jeu équitable .

Application 1 : on tient compte d'une mise initiale pour les valeurs de la variable aléatoire.
On prend une situation avec 10 jetons dans un sac ( 1 jeton rouge, 2 jetons bleus et 7 jetons verts).

Si on tire un jeton rouge , | Si on tire un jeton bleu, | Sion tire un jeton vert,
alors on gagne 15 euros. | alors on gagne 2 euros. | alors on gagne 0 euros.

On participe au jeu en payant (en misant) une somme de 2 euros.

On note X la variable aléatoire qui nous donne le gain obtenu en tenant compte de la mise .
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On obtient la loi de probabilité suivante :
Variable aléatoire x i | — 2 o 1
Probabilités p ; o, % 2,L 0,4

On calcule l'espérance mathématique de cette variable aléatoire :
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Espérance mathématigue : comment tenir compte d'une mise (2 )

Nous avons ici trois fiches qui s'intéressent 3 un jeu d'argent pour lequel il y a une mise de départ.
L'intérét va étre de savoir, pour chaque situation, si le jen est éguitable mais surtout jusqu'a quel point il
est défavorable pour le joueur ( et donc favorable pour l'organisatewr, car ne soyons pas naif , un
organisateur ne mettra en place un jeu que si il a "/'espoir” de gagner de l'argent).
On verra, au final, trois situations qui permettent de balayer V'ensemble des possibilités :

- onintégre la mise dans les valeurs de gains dés le départ.

- onne tient pas compte de la mise au départ <t elle ne conditionnera que la conclusion en lien avec

'espérance.
- oncherche quek(s) gain(s) il faudrait proposer afin d'avoir un jeu équitable .

Application 2 : on ne tient compte de la mise qu'au moment de la conclusion.
On prend une situation avec 10 jetons dans un sac ( 1 jeton rouge, 2 jetons bleus et 7 jetons verts).

Si on tire un jeton rouge , | Sion tire un jeton blew, | Si on tire un jeton vert,
alors on gagne 15 euros. | alors on gagne 2 euros. | alors on gagne 0 euros.

On participe au jeu en payant (en misanf) une somme de 2 euros.

On note X la variable aléatoire qui nous donne le gain obtenu sans fenir compte de la mise .
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On obtient la loi de probabilité suivante :
Variable aléatoire x ; o B 1<
Probabilités p ; 0,% 0.2 o4

On calcule I'espérance mathématique de cette variable aléatoire :
E(R)=0¢0, 3 +2¢0,2 +15:0,4 = 1,2 eures

Conclusion :
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Espérance mathématique : comment tenir compte d'une mise (3 )

Nous avons ici trois fiches qui s'intéressent 3 un jeu d'argent pour lequel il y 2 une mise de départ.
L'intérét va étre de savoir, pour chaque situation, si le jeu est équitable mais surtout jusqu'a quel point il
est défavorable powr le jousur ( et donc favorable pour l'organisateur, car ne soyons pas naif , un
organisateur ne mettra en place un jeu que si il a "/'espoir" de gagner de I'argent).
On verra, au final, trois situations qui permettent de balayer Yensemble des possibilités :

- onintégre la mise dans les valeurs de gains dés le départ.

- onne tient pas compte de la mise au départ et elle ne conditionnera que ls conclusion en lien avec

I'espérance.
- oncherche guel{s) gain(s) il faudrait proposer afin d'avoir un jeu équitable

Application 3 : on cherche une valeur de gain afin d’aveir un jeu équitable.

Si on tire un jeton rouge , | Si on tire un jeton blew, | Sion tire un jeton vert,
alors on gagne x euros. | alors on gagne 2 euros. | alors on gagne 0 euros.

On participe au jeu en payant (en misant) une somme de 2 euros.

On note X la variable aléatoire qui nous donne le gain obtenu sans tenir compte de la mise .
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On obtient ia loi de probabilité suivante :
Variable aléatoire x i @) 2 7 | 'X..
Probabilités p i 0,%+ 0,2 o, 4

On calcule l'espérance mathématique de cette variable aléatoire :

E(K)= 0«9} + 210,2 *xe01 = ©,1% +90 4

Conclusion :
Pous aveia v a'zu. {qwhwc., if!ﬂu}’qu. E(K)-: Z | tan
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Comment calculer la variance et I'écart type d'une loi de probabilité

La variance et I'écart type sont des indicateurs de dispersion.
Ils permettent de mesurer 'homogénéité ou I'hétérogénéité des valeurs prises par une variable aléatoire.
Dans le cadre d'un jeu, on dira que "plus I'écart type est grand, plus le jeu est risqué”.

Lien entre variance et écart type
L'écart type ne se calcule pas directement. Pour Fobtenir, il nous faut d'abord caleuler la variance V(X) de
la variable aléatoire et , ensuite, 'écart type ¢ ( X)) sera égal 4 la racine carrée de la variance.

Om caleule V(X) |, eboma G (%)= \) V()

Cailcul de la variance {et donc de I'écart type)
Il est utile de faire au moins une fois ces calculs "3 la main”. Cela permet de donner du sens 4 ces
indicateurs. Etant entendu que par la suite, la calculatrice nous donnera trés efficacement ces réponses.

Définition : c'eﬁ—la premigére formule a 2
ViK) = & pilx- E()) = Py (2 - E (<) + o+ pu (%~ €(=))

Proprié'te' c’es.tla de&xiét;; formzdé 7'. . ‘ﬁ /ﬁ Uf‘, u VL,;L &Jgi E (7;< Z)i 7, |
vir)= E(&Y) - (E) piaam de ba variallle X ©.

Exemple
On reprend la situation avec 10 jetons dans un sac ( 1 jeton rouge, 2 jetons bleus et 7 jetons verts).

Si on tire un jeton rouge , | Si on tire un jeton bleu, | Sion tire un jeton vert,
alors on gagne 9 euros. | alors on gagne 4 euros. alors on perd 3 euros.

On note X la variable aléatoire qui nous donne le gain (algébrique) correspondant 4 la couleur du jeton.
— on calcule la VARIANCE, avec la premiére formule liée a la définition.

Variable aléatoire x ; -3 "\ a
Probabilités p i o, 0,L 0,4

Om «L\'\ouu( E(") =-320,¥F & bLx O,?.'(- 6:0,4 = - O,L\ (C“"’Q)
K om a ‘/(‘) = Pg.(*ﬁ,'g(*))t*' P ("‘;" E<"))'-"'P3 (us'E(‘))t
=03-3-1-0/1)) ' 2 (- (-018)) 4 0,2 (3 - (-9,4)) *
= 0,\-& L‘Z\‘)L + O, z*("!l“)'- =9 1« (g'k)t
Ou. ohtieamt - vIR) =43, ub — g (x) = JVK) = 4,20 euron.

— on calcule la VARIANCE, avec la deuxiéme formule lide a la propriété, ,
Variable aléatoire (x ;)2 6 46 %1 om mel fa Uélfﬁcllf(‘e au g !
Probabilités p i oYY ot o4

Oma- E(x)=3840,F 44640, +34+0,1 = 43},6
b’n'— Om & ‘/(K):E(Kt)’keb‘))t': 4‘3\6’ (’Otl‘)t - 1"‘"(‘\'1
Om o‘:&icm(: ‘W(—- \/(‘&) = 4“.‘!"! d‘ﬁ‘):\)_\-f—(:) ~ 4,4% e\ 04 |
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Variance et écart type : applications avec la notion de risque

Un exemple de jeu risqué : I'écart type est grand
On prend une situation avec 10 jetons dans un sac ( 1 jeton rouge, 2 jetons bleus et 7 jetons verts).

Si on tire un jeton rouge , | Si on tire un jeton bleu, | Sion tire un jeton vert,
alors on gagne 50 euros. | alors on gagne 2 euros. | alors on perd 10 euros.

On note X la variable aléatoire qui nous donne le gain (algébrique) correspondant a la couleur du jeton.
On obtient ici la loi de probabilité suivante : - S
Variable aléatoire x; | — 4O 2 So

Probabilités p ; 0,% o,L 0,1
On calcule P'espérance mathématique de cette variable aléatoire

E(#) =-10x0,F+2x0,2 +S0x0,4 = - 14,6 eues

On calcule la variance de cette variable aléatoire, avec la premiére formule de la fiche précédente.
Vs) = 0,1x(-20-(-2:6)) 40,24 (2-(-2,6)) '+ 02 x ($2-(-2,6))"
= 0 ra (-3 1) 0,22 (38)" 4 04 ($2,6)°
Om obbieamb: V(% )= 348,24 b olx) - JVi9 = 41,44 eurms .
i b Giu "’mpc_ uFflJQ(‘rml J le 3“’“ o:(“/w‘;"m'quc’.

Un exemple de jeu peu risqué : I'écart type est petit
On prend une situation avec 10 jetons dans un sac ( 1 jeton rouge, 2 jetons bleus et 7 jetons verts).

Si on tire un jeton rouge , | Sion tire un jeton bleu, | Sion tire un jeton vert,
alors on gagne 5 curos. | alors on gagne 2 euros. | alors on perd 2 euros.

On note X la variable aléatoire qui nous donne le gain (algébrique) correspondant a la couleurrdu jetpg_
On obtient ici la loi de probabilit€ suivante : ' S

Variable aléatoire x ; -2 2 S
Probabilités p 0,3} 0,2 0,4
On calcule I'espérance mathématique de cette variable aiatoire

E(K)-:-—Z& o% +2¢0,2. + S« 0,1 = —905 Cureo

On calcule Ia variance de cette variable aléatoire, avec la premiére formule de la fiche précédente.

V(8) = 0,3 (- 2-(-09))* + 9 2x (2-(-2))" + 0,4 (§-(-915))"
= 0%« (-28) +9,22(2,8) v 0,1x(54)"

Om obhient . VI®) = €38 eFad(#)=vle) & 2,LL euor

_— '{},.J" hﬁ"‘ oJ"auAta FJ‘{(.’, e écw N Fw\ 4,1‘51»:‘
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La propriété de linéarité de la variance et de I'écart type

La propiété de la variance et de I'écart type
Voici cette propriété de linéarité énoncée avec ses formules générales
Pour tout nombre aréel, onauraV(ax)=a? V (x)

Pour tout nombre a réel, onawrac (ax )= ja | o(x) ( c'est bien la valeur absolue de a )
On peut rapidement résumer cette propriété avec des exemples tirés de situations concrétes :
- st un organisatenr décide de multiplier les gains d'un jeu par 3 , alors la variance sera multipliée
par 9 et I'écart type sera multiplié par 3.
- si un organisateur décide de diviser les gains d'un jeu par 2 (et donc de les multiplier par 0,5),
alors la variance sera divisée par 4 et I'écart type sera divisée par 2.

Des exemples
On reprend l'exemple utilisé dans la fiche donnant la méthode de calcul de la variance et de I'écart type.

On prend une situation avec 10 jetons dans un sac ( 1 jeton rouge, 2 jetons bleus et 7 jetons verts).

Si on tire un jeton rouge , | Sion tire un jeton bleu, | Si on tire un jeton vert,
alors on gagne 9 euros. | alors on gagne 4 euros. alors on perd 3 euros.

On note X la variable aléatoire qui nous donne le gain (algébrique) correspondant a la couleur du jeton.
On avaitobtenu V(X )=17,44 et 6 (X ) ~ 4,18 euros .

— si l'organisateur décide de muitiplier les gains par 3

Ow muflb 'Q\'L Ca. VR qmie. P q o e’;tja Ny hf'- rq't 3
Om auar_ 2 V(31) = 3% V(x)= 4 v(r) = 4%¢,26
0 (3x) = 36 (%) = 42,S4 ewnes .

— si lorganisateur décide de multiplier les gains par 0,5 (et donc de les diviser par 2)
Om mwee'([»e.c. ed WA;QM&P\ O, 2$ * e’e?a«.f' "'yz PJL O,S .
Om auwa. s V(9)6%) = 0,5%V(x) = 0,25V(x) = 4,36

Un dernier exemple avec un nombre a négatif
On va imaginer une situation pour laquelle la variance est égale a 36. L'écart type est donc égale 4 6.
Si on décide de multiplier la variable aléatoire par— 5 alors :

Om, MJ H?Q.'e, eak va\{amu. f’\'\ 24 d’f'e&xf‘f‘w F\ S .
Om auwd: V(-Sx) =z (-9)% V() =25 v(x) = 2536 = 300

oo (-9x)=|-5|«<0T () =507Tx)<Sx6=30.
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Comment bien utiliser sa calculatrice pour ce chapitre

Les fiches précédentes doivent vous servir 8 comprendre comment on calcule "a la main" 'espérance, la
variance et I'écart type d'une variable aléatoire.

Mais, faire des probabilités, c'est aussi savoir donner du sens aux résultats obtenus (comment interpréter
une espérance ? un €cart type ? ) . En cela, on utilisera trés souvent sa calculatrice pour obtenir les
résultats numériques qui nous permettront de réaliser l'interprétation finale.

Comment utiliser sa calculatrice ?

C'est une bonne question ! Mais la réponse ne peut pas étre unique, car il existe différents modeles, et ils
évoluent avec le temps.

Le meilleur conseil que je peux vous donner est de bien marquer dans votre cours (comme si c'était une
le¢on) la procédure a suivre sur VOTRE calculatrice, et donc sur quelles TOUCHES il vous faut taper.
Ensuite, vous apprenez tout ¢a par coeur et vous le faites, et le refaites, pour parfaitement mémoriser.

Un exemple : avec la Tl 83 — Premium CE

On reprend la situation avec 10 jetons placés dans un sac ( 1 jeton rouge, 2 jetons bleus et 7 jetons verts).
En tirant un jeton rouge, on gagne 9 euros ; un bleu, on gagne 4 euros ; un vert, on perd 3 euros.
On note X la variable aléatoire qui nous donne le gain obtenu.

La loi de probabilité se résume avec un tableau :

Variable aléatoire x i -3 4 9

Probabilités p i 0,7 0,2 0,1

Etape 1 : il faut éditer dans sa calculatrice le tableau qui correspond a la loi de probabilité.
Attention, ce tableau sera toujours en colonne sur les calculatrices !
On tape la touche "stats"
Dans le menu, on va sur EDIT et on sélectionne 1 : Modifier
Dans la colonne L1, on tape les valeurs de la lere ligne du tableau ( -3 ; 4 ; 9)
Dans la colonne L2 , on tape les valeurs da la 2eme ligne du tableau ( 0,7 ; 0,2 ; 0,1)

Etape 2 : on peut maintenant demander a la calculatrice de faire les calculs.
On tape a nouveau sur la touche "stats"
Dans le menu, on va cette fois sur CALC et on sélectionne 1 : Stats 1 Var
Sur I'écran, on vérifie bien que I'on a I'affichage suivant

Stats 1 Var
Xliste : L1
ListeFreq : L2
Calculer

Enfin, en tapant successivement sur "entrer" , on obtient I'écran final des résultats sur lequel :

— L'espérance est sur la premiére ligne , elle correspond a la moyenne x . On obtient ici - 0,4 .

— L'écart type est sur la cinquieme ligne , il est indiqué a I'aide de O ( X ). On obtient environ 4,18 .

Remarque

La variance n'apparait pas sur cet écran .

Ce n'est pas grave car, finalement, cette variance ne servait qu'a obtenir I'écart type.

Si vous voulez vraiment la variance, il suffit de prendre I'écart type et de le mettre au carré !

| Fiche (ProbPre12) © Bruno Swiners www.coursmathsaix.fr




