La fonction logarithme népérien : définition , variations , courbe

Domaine de définition

C'est I'ensemble des nombres x pour lesquels on peut calculer nx .

Ici, 'ensemble de définition sera ] 0 ; + o [, c'est & dire que I'on ne peut calculer /nx que pour des
nombres strictement positisifs.
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Tableau de variations, valeurs & connaitre et les limites
Connaitre une fonction, c'est connaifre par coeur son tableau de variations, avec quelques valeurs
caractéristiques, et les limites aux bornes de I'ensemble de définition.
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La courbe renrésentative
Elle doit nous aider 3 bien mémoriser les variations de la fonction logarithme |, les valewrs & connaitre par
coeur et les limites.

JFx

(«"M\&x: ros ‘
oL ~» o

8 x

[ Fiche (LnTerl) © Bruno Swiners  wwwcoursmathsaix.fr |




Comment calculer avec la fonction logarithme : les propriétés
Les propriétés

On pourra se souvenir que les propriétés de calenls de la fonction logarithme fonctionnent "a {'inverse”
des propriétés de calculs de la fonction exponentielle ( car ces deux fonctions sont réciprogues l'nne par
rapport a l'autre ).
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Formule avec le logarithme et les puissances

Cette formule est trés importante et nous servira  faire "descendre" des puissances dans certains calculs.
M
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Quelques exemples de calculs

11 faudra s'entrainer a &tre parfaitement a l'aise avec tous ces calculs algébriques utilisant /n ™.
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Comment résoudre une équation avec logarithme

Propriété

il faudra se souvenir que les fonctions exponentielle et logarithme népérien sont des fonctions
réciprogues 'ane par rapport 2 I'antre. Du coup, elles vont "s'annuler” entre elles ( un peu comme les
fonctions carré et racine carrée pour lesquellesona ( v5 *=5).

!Pou\ \'auk % PMHJ ) O & e?u& = ¢

Point de départ

I1 faudra maitriser les 3 équations de bases suivantes.
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Résolution des équations avec la fonction logarithme
On appliguera la fonction exponentielle & Ia fonction In afin de faire "disparaitre le In & Vaide de Vexpo™ |
Mais il faudra toujours se poser la question de 'ensemble de définition de I'équation initiale.
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Comment gérer I'ensemble de définition d'une équation

Le principe

La fonction logarithme népérien n'étant définie que sur 10 ; + oo [, il faudra avant de commencer

défnir Fensemble de définition de 'équation , et il faudra vérifier & Ja fin que les solutions trouvées sont
bien dans cet ensemble de définition.

Un exemple de base

11 va nous permettre de constater que toutes les solutions d'une équation avec I ne sont pas acceptables.
On veut résoudre Inx=Inx>

— ensemble de définition
D v b0 s o (Aoi"v.q:c) _— .D/::. ]oja—.a[
— résolution de I'équation
Om \.{Qou}' ?u % = ev\ aLL
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nas O¢—Q/ Jmno.~a—$=§ﬁ.§.

Un autre exemple

C'est un trés bel exemple d'équation pour laquelle I'ensemble de définition était & bien surveiller.
Onveutrésoudre Inx+mn(8x+3)=IMhx?

— ensemble de définition

Om vl Vo
'63!.&-350—;&>—_}. Ou_a.xmc..
xt o —gz.:‘uzl:-c:‘t DJ"'JO""'MC
— résolution de 'équation
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Comment résoudre une inéquation avec logarithme

Point de départ

Le principe de la résolution est le méme que celui qui concerne les équations. On utilisera le caractére
réciproque des fonctions logarithme népérien et exponentielle.

De plus, en travaillant avec des inéquations, il n'y aura pas de changement des inégalités en appliquant
ces deux fonctions, car ce sont des fonctions croissantes qui conservent Pordre.

Par contre, il y aura toujours l'inversion des inégalités lorsque V'on fera une division par un négatif et il
faudra faire coincider les solutions obtenues avec 'ensemble de définition .

Résolution des inéquations avec la fonction logarithme
On appliquera la fonction exponentielle 3 1a fonction /n afin de faire "disparaitre le In & 'aide de | ‘expo" !

On veut résoudre Inx < In7
— ensemble de définition

On vedr = 50 ~ Df=]Jo,+eer [
— résolution de l'inéguation

O AL aowh fluse ¢ P 3

N L"w‘ <l c’en-

Naia , avee 9/, iefqn}"awygi qu.')b)O :
Boau..ou& S:]O;?E

On veut résoudre I (-2x +1) >3
— ensemble de définition

Om vC.J" -2n+4 >0 —o%(’r‘_z-. -bD/ ],a %

— résolution de l'inéquation
Om Ttaowk lu(-22+4) 52
L&(—Zu-d_) > Q.l iMufvst._;m du A J«(,

Cm A(U\'X&w{/‘fa«, ~;

—f —2x+ill>¢—‘} -
— > l_ls_\‘ ’ts’(‘}igq

Nais, avec 9} ¢ fa.}'am( 1-4: s < .’.J._i ,
'Soﬁ-t_ou&_ S=]-a‘; 9—-;4:£
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Comment gérer 'ensemble de définition d'une inéquation

bt

Le principe

La fonction logarithme népérien n'étant définie que sur ]0; + oo [, il faudra avant de commencer la
résohution définir I'ensemble de définition de I'inéquation , et il faudra vérifier 3 la fin que les sojutions
trouvées sont bien dans cet ensemble de définition.

Un exemple de base : on va constater que toutes les solutions de I'inéquation ne sont pas acceptables.

Onveutrésoudre In(x+1)+n(x+2)>In2
— ensemble de définition

On vl we+dd0 o =+ >O
Atk w>-41 e o -2 —'.D/=_]-:I-,A-w]:

— résolution de l'équation

Du faowk: O evd) ¢ Bilsa2) Dbz
>l (nrd)(ne2) >
-  (r+d)(n+2) > 2
- X EILE2 D> ‘
- 2 F3w >0 o x(rer) >0

Le Falleau de atgnes de w (1 +3) el ' : =3 o
J | + o~ o+

Dome \Q “\.h‘..:. xej-vﬂ,‘ —3[0]0‘,+MC .
T\m‘b, avet @ ) iequ'qwm' 1\,.'_ st D=4 .
O okl dome f{m&mk: Se ']oi-rw [

Un autre exemple : on va constater que l'ensemble de définition était 4 bien surveiller.

On veutrésoudre In(x-2)>In(2x- 1)
— ensemble de définition

Owm vek w-250 &b 22-4 52
Aol sU > 2 cku.)% —-#9;-.-]2"1-3’[
— résolution de l'équation
Om vouk 1 fu(w-2) > fu(2x-4)
- w-2 > Ln-4
—p -1 > o> ow. Dt <"'4_
ﬂau':s, avee ﬂ:, L J’J’-‘m; 1-«.0.. o 2.
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Comment résoudre une inéguation avec l'inconnue en puissance

Souvent, a la fin d'un exercice sur les suites, lorsque 1'on a obtenu la formule explicite de la suite, on peut
nous demander de résoudre une inéquation ol I'inconnue se trouve en puissance.
11 faut donc savoir parfaitement appliquer la méthode de résolution décrite sur cette fiche !

La formule & connaitre par coeur
Dans la méthode, on doit utiliser une propriété de la fonction logarithme népérien qui nous permetira de
"faire descendre la puissance” :

In(a")=nxin(a)

Un exemple tout simple

On veut résoudre l'inéquation : 1,9” > 16 000
— P (4,24%) > (46 0c0) T
—n MR &&4‘ﬁ > pﬂ&ie Qo0 &‘h MQML\X {’ml’l{

x?».,ﬂGoeo — > dég
= B /%Dﬂeas,o% e Sl

Un exemple plus compliqué

On a réussi & obtenir la formule explicite d'une suite ( U, ) avec U, =80—-60 X 0,75".
On cherche alors, a partir de quel rang » , la suite ( U, ) devient supéricure a 78.

Om. veut: Un 2 ER
sk §0-604035" >}%
Agi“' - 60« O,?g“ > = 2—

Aﬂ:\'— olqs~~ < _z_ om &(u/‘l'\( (iﬂl Um ng}f ‘

-850 (I.JM(_ oM ivd/{gfb}{ (€ Alf\

Axl &.O,’-}S"‘_% &(é-_§ t,,m %iT
Aotk mn?O?S( (M_(. )

(“"- (. 'sc) ) = MNSL
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O imufane 4 mosuyglau
ca_ (7/»\ 17 q‘é L/)Q’MC u"!

l« camdi biom et dome 0&'\‘?&2— Py P«“c'a du uua a¥ .
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Comment étudier le signe d'une expression
avec la fonction logarithme

Un petit rappel
Le tableau de signes de la fonction /n est le suivant :
x 0 1 + o>
Signes de In x l ( — o) o+

Le souci de Ia fonction In va rester son ensemble de définiton Dy qu'il faudra toujours déterminer au

début. Ensuite, on sera amené & résoudre des inéquations, en respectant cet ensemble de définition.

Les exemples de base

— On étudie lesignede In{(x+1)

» Om veul- 2+ d DO —» e >-4 ?=3‘4i“”t
* Omo lu(2ed)S>O ol 2ed D4 aeitxdo

eh b (2+4)2 0 ai 244 <4 il x <O

On en déduit le tableau de signes suivant :
x -4 © + oo
Signesde In(x+1) “ - O +

— On étudie le signe de In(-4x-—-8)

# Om tul - L-3 30 — -2 — D/-.-]-w',-z[
¥ Owa b(-Lx-2)>0 Al -bLx-9>4 b s ¢ —%
(- be-8) ¢ i ~dx-$ L4 amibe s 2
On en déduit le tableau de signes suivant :

F - pd® i
Signesde In(-4x-8) -

-2
ol

O <l

— On éfudie le signede In(x+3)-1 »
% O ueu*‘ eI DO = HD-F — Q/:]—z}-l-w[_-
¥ Om o fu(xr3)-450 o bu(x43)54 3D e
Mome om em(x-k})-’é_)O Ay oL >e-3
b fu (2+3)-2 <0 4 x<e-3

On en déduit le tableau de signes suivant :
b5 — 3 e - 3 + o2
Signesde In(x+3)-1| || — o <+
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Etude de signe d'expressions avec la fonction logarithme

Applications

Les exemples que l'on va voir sur cette fiche constitue chacun un petit exercice en soit.
Il n'y aura pas de réponses toutes faites , de résultat de cours a appliquer directement par coewr ...
Pour chacun, il faudra appliquer les méthodes de calculs apprises et bien conclure pour les signes.

On en déduit le tableau de signes suivant :

Application 1 : On étudic le signe de f(x)=xInx
Om V'Cu‘.1vu~ WPO = Dfr. ]a;a-.a[
& sm. qu‘qwu b 2 O

poun weed
H b o pous w €1

x o 4 + o
Signes de x + ' +
Signes de In x - Qp +
Signes de f(x) - @ =4

On en déduit le tableau de signes suivant :

Application 2 : On étudie le signe de f(x)=(lnx)2-Inx
Om veuk que > — 9/: Jojree [
e ou w L&.sc..)". st = (ux—(@.'&.- 1) .

oL eu.':(.: O poua st = 4 et p«.'&-d. =0 fau'\ 2=

X O 4 e + o
Signes de Inx - o + : +-
Signes de Inx -1 = - Lp &
Signes de f(x) + & - © +
Appﬁcaﬁbﬁ 3 : On étudie lé éigne de f(x )=2 Inx W+ >
Om vewk su > © —5-9/239}‘\-\‘[
Aouma 22 - Z((«v.a—i)
o4 fus +4 20 = lusx=-1 = %= %—
On en déduit le tableau de signes suivant : R
x = = + S
Signes de Inx + 1 i D +
Signes de f(x) —— (b +
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Comment calculer une limite ( sans forme indéterminée )

N'hésitez pas & consulter, sur ce site, le chapitre sur "Les Jimites de fonctions" afin de bien mémoriser
quelles sont les formes indétermindes et donc, pour cette fiche, cela vous aidera 3 mémoriser les autre cas
de limites qui ne seront pas des formes indétermindes {et qui se calculent donc directement).

Les limites de la fonction logarithme
Elles sont absolument 3 connaitre par coeur !!

?(u. 00.\0.. = — od b" ?l.m. (ux_ = o
w - O W + O

Quelques exemples de limites
avee f(‘-) e Rlase + b -2
Cm~ 0‘ D A Vel el.mi"l— Jut‘arg -of + O -2

A,i?' ?c'm._— {(u) = - oud

N - O

Lm + o | O A Ve efm;“t-alu."arg tof ved -~ L

aotl Qe ((z) = to2

W =p tue”
b >
avec 3(1) - 2
e O, Om @ vae ?.‘...:h_ A '.'._'éﬁ

3 l y - - o = Mrm‘hﬁ!/l T
Ab\(’ 3(,.::_0 3»(‘) /fV(M ;Mcfgtf“a -

avee. ev(_l-) " -—5.&_

[V &
. (@]
enm. 9O ) Om & Ut (.m.*c. l(u. "‘arg :_‘_.0

asit ' (. as.)':. o Ca m & > s

s i b M;Mﬁ’}fC/\M:MéﬂL
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Comment calculer une limite ( avec forme indéterminée Fl )
Les croissances comparées

Les croissances comparées
Ces croissances comparées s'utiliseront lorsque nous serons devant un cas de forme indéterminée (que lon

notera FI pour simplifier). Le principe général peut se résumer ainsi :

en terme de limites, le logarithme népérien ( In) " perd " toujours devant I exponennelle
et le logarithme népérien ( In ) " perd " toujours devant les puissances de x (x ,x%,x°...)

En résumeé :

?.‘m e“._.'.'& - O 0 e &-‘—L— = O
W L D N -—atae €

7Cc sonkdes F.T. Ju (‘aw_.__

mat& [M.N.— TCA-L | € Me heuvtw('au «u-—(.&n..‘lu\. "

"
el‘au\. o = +o? ?q»\., = = ¢
-+ (WmrL N —p 2 Z5L

Ce donk dea §.T. du F Ype .?f; i
metvs pu. N f&w‘-— ) Qe Cb«t_wﬂ'tf'& aw, Je«wow(iu«.

efm.. xeutw = O
o2t - O

C'O\ku&g T Jw ("brg O X o?

PP (’u_“rw(.“ Sen 'ﬂu(-é(— eat ¢ 9~ ?’c...,.«h_ :

Application
Om oeeu.e;_ Qoo 0“':’ k3 .
b e O + 4 | /a“’
3 LW
Om fackonise - bse +2 euﬂ-(i"’ ?'2) p« (4*-&%'-})
':L"l'ﬂ. (4“—-—\ (4"'*&)

O OL‘;QM" e 6"" ke = O

N+ e 4
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La fonction dérivée de la fonction logarithme

La dérivée de la fonction logarithme

Pau«- "‘puk‘a(,>0, O ans
Lew.-a_)'-:

&

Exemples
Puisque la dérivée de la fonction /» fait apparaitre un dénominateur, on gardera 3 'esprit 1a néeessité de
réduire au méme dénominateur les résultats afin qu'ils soient exploitables.

1+ %
>

a»-et.;(a.)-;ewu. “‘3‘—)°““-“-j'(")= _1;-4-1 =

1.4

"

avec 9(*)‘5 "((A\_'&' om o al(a)-:ltx

Application ( en utilisant la formule vue en Premiére (uv)'=u'v + uv')

-
-

avee (u. aL fm (poun v._>c )

- O A"Q\qwk Qx fuuu&. (uur) W U' + uv’

avee U(x)=a  vw)= b

‘(u,) =4 d"(s.) & 2=

Om & dowme j'la)-.: 4.xe:\a.+au %__: (aw. * ;‘- =l +4
Application ( en utilisant la formule vue en Premiére ( -:- yre= u'v;?zuv'v )
e la(a) = Q_‘*I“— '(PW\ * >0)
— Om o.‘srl\'1..a. Ca. j»\mu& (& ) e d‘—uur
e wlx) = P.m_ d‘(*)-
u.'(u.) = vity)= 4
Om a dome : 9 lx) bl 'eu'&x'l = - base
Ty "
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Comment dériver une fonction composée ( avec logarithme )

Fonction composée : le principe

Qu'est qu'une fonction composée ? Pour faire simple, et résumer en quelques mots le principe de la
composition, on peut dire qu'une fonction composée aver logarithme |, c'est quand on va avoir une
fonction avec une logarithme de "n'impeorte quelle expression avec x sans que ce soit x tout seul .

Fonction composée et dérivation

La formmule générale et les exemples qui suivent sont 3 mémoriser et 2 "photographier mentalement ".
On ne doit avoir aucun doute en Terminale lorsque I'on dérive une fonction composée avee logarithme.
Et on se souviendra qu'en dérivant une fonction composée, on aura toujours & multiplier le résultat par u ',

*gu\, ’"ou"b}»«}nﬂ«- 7 quuo.wc. (&h! J'¢~¢~¢('_P"M "UL) )

O aaunad. (OMVL) _%..xu': -%:

Des exemples de dérivées

avee !(a.) = fu(3ned) | o *J '(,.,)._, 3):1‘%;3:

2%
&@: »
+ﬁ L@&-G

e [Z}D Wy

avee z(a-) ?...(u. +4), om o 4 (a)-

P

au(g_‘_() L(m(&*%)'utﬁ ) l(x

aver (%) = 3 b (2n +1) .
Om. & i‘(bt): 3«&\.(_23-*'1) + It x

Z
2,.4-1&% je/)FéL L{,Tl

= 'Sem(Zx-t-d.) v b
2%+ 4

G kel 1A TR, Jarnatt dat pradonV ]
2k (ﬁ\jwmw@g A e 7 u:w‘fu}ec_s
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Un exemple d'étude de fonction avec logarithme ( 1)

I est nécessaire, dans ce chapitre, de voir des exemples ( calculs de limites , dérivée et tableaux de
variations ) pour bien voir comment la fonction logarithme se met en place concrétement dans les
exercices. Les fonctions étudiées sont tirées de sujet de bac. Tous les calculs ne pourront pas étre tous
parfaitement détaillés , il faudra étre capable de retrouver, par soi-méme, certains résultats.

Exemple d'énoncé ( d'aprés sujet bac antilles-guyane 2017 )

1
Soit la fonction f définie sur l'intervalle | 0 ; + oo [ par f (x)= Ly

X
On admet que la fonction f* est dérivable sur l'intervalle ] 0 ; + oo [ .
1) Etudier les variations de la fonction f.
2) Déterminer son maximum

-

V) om calenle J'(u-) avee fo famué.. (_}_,) ' uv-us

|
— Ww(x) = eu L J'(\) =% i

w'(x) = .:-.‘-: r'(x) =4

1 - - »
Bl l.(u‘): TR p“\"-"d- s % (A:Q.

> *

{

P"'A&.QL h:a&L AQ. 4‘6\\(. ) @ u’mw" 4' ,A:L. = D

_>’-.v-=4. -z & .

et o ...H?Cv_ ro\ um‘xe ‘05 udeu\A hAf (sou\ h-u\d~ (% 69«@ '
’.t. lc';am;w(’c.u‘\. 90.‘ CA" &\'Qu A\:o\_ ‘"-u.).auu fgl\{":é .

On Ldede loy Cranbes
5 &"_‘L’ = - ( b ibe di h&f" "_;_: )

S R X - N

ok Oiw o o o (avee fen croimomucen Dupanzes )
RNarsd H can "t ves (fﬂau. rmdeleami mee

On obtient le tableau de variations suivant :

x o e + o
Signes de f'

+ o -
Variations de f _ / \ &

2-) Om. o Jomt, Um. ma g \amuvma €

|
qwlm"aanl;: l(°)=%= %

)

|
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Un exemple d'étude de fonction avec logarithme (2 )

II est nécessaire, dans ce chapitre, de voir des exemples ( calculs de limites , dérivée et tableaux de
variations ) pour bien voir comment la fonction logarithme se met en place concrétement dans les
exercices. Les fonctions étudiées sont tirées de sujet de bac. Tous les calculs ne pourront pas étre tous
parfaitement détaillés , il faudra étre capable de retrouver, par soi-méme, certains résultats.

Exemple d'énoncé ( d'apreés sujet bac Amérique du Sud 2017 )

1. Soit ¢ la fonction définie sur J0 ; +oof par:

@(x) = £ —-1+3lnx
a. Calculer ¢(1) et la limite de g en 0.
b. Ftudier les variations de ¢ sur 10; +ool.

En déduire le signe de {x) selon les valeurs de x.

1) o) om o Y(4)= 4% 1+ b 4 \
= 4d-1 +3xc> =0 —.'-((4)::\’:

O o ?.‘m Le(x)-.:--é (Oo‘mi"z Adw ("nrg O =4 )

= o (Y TN JJ\M o;».ole""c'\m:«:c

e
L) om c.a.pc.wQL l{'(,,): 2,,__\_3‘%: _ 2x +D

S \{‘ (A" “‘ou)‘onv} Pﬂb\“\v‘& ) ru\. "-uj" x> O,
y — 0«0&“}':‘% \(%‘" c«-imJ’c Aur | o) too E \

Tan /qupt‘#,rc 4 CA’ -»F(i) = O
ﬂ( QA & ("a LXCQ w
On obtient le tableau de variations suivant :

X o e + oo
Signes de @' (x)

+.
Variations de ¢ (x )
_M

L
O em A& uikqu&,ew\. % €]2931]) omen h((u.)\(o
_ d"e-u\. 3&..5.[—434--\4[,9&0. "e(X.) éo
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Un exemple d'étude de fonction avec logarithme ( 3 )

I1 est nécessaire, dans ce chapitre, de voir des exemples ( calculs de limites , dérivée et tableaux de
variations ) pour bien voir comment la fonction logarithme se met en place concrétement dans les
exercices. Les fonctions étudiées sont tirées de sujet de bac. Tous les calculs ne pourront pas étre tous
parfaitement détaillés , il faudra étre capable de retrouver, par soi-méme, certains résultats.

Exemple d'énoncé ( d'aprés sujet bac Pondichery 2016 )

Soit f la fonction définie sur | 0 ; 14 [ par f(x)=2—1In( % )

On donne ci-dessous la courbe représentative de cette fonction f.

e

rxljor) i
=

il

| | | | | I | | i ] T
T T T 1 T T T T : 1 T

0 iP2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 x
L'aire du rectangle OPMQ peut-elle étre maximale ? Si oui, donner les coordonnées correspondantes.

Om caleade e,du'-u. du aeitouefe PN = oP x OR = ¢ no((v.)
- Om. A A(%)':. ‘>L.(2— e\& (%—\)

Om meculb A'(%) avee ?.\ .nmupc. (ud‘)‘-; w'v o

W oulx)=s )= 2-fu ( §) ;‘:‘(gfﬁ@
wWed r'ly= - _'é-g x A = - ’J;i w/_g;)w\

O obliek A'(w) = 4 (2- (m(*’ )) +oee(-2)
'—'Z-e\ﬂ.z—ﬁ :1 m.
wau.'»u"ﬂ. ,&—=O—b(~\.——4—%'§ e —ax=2e

J"o‘». J‘{\ m_olm w(twA ¥os"laou\. (e Aa% d(e. A ( )

On obtient le tableau de variations suivant :

x o 2e 44
Signes de A4 ' F- O —

Variations de 4 / 2 Q_\

L‘m‘u. A'(_\L) U\“ AOAQ, MARCu\xEL em. e ,G-("L!_ a0 Lo Ve
et {3‘1' 0: A(2¢)=Z¢_(Z- &\(%)):ZL(Z-(ML)
— Al2e) = 2 (2-4) = 2¢e .
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