Qu'est ce qu'une asymptote : définition , aide-mémoire

Qu'est ce qu'une asymptote ?
Une asymptote est une droite pour laquelle 'écart entre cette droite et la courbe représentative d'une
fonction diminue et va tendre vers zéro (attention, la droite et la courbe ne se toucheront pas).
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Définition et propriété
Il y a trois types différents d'asymptotes (mais en Terminale, on verra principalement les deux dernicres) :

les asymptotes obliques (avec une équation réduite dutypey=ax+b)
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les asymptotes verticales (avec une équation du type x = L , o L est un nombre)

la o('\al"c ue«"tu!z_ o(’e‘iu.-."\'aﬂ x=l G&"M a4 uf‘:}g,
AL Om. O e"M. {(;) e °f\__ Cblows ci{fé.(,\;&-uxk

=C L’ Doun. —oZ oun toF

(on observera que les asymptotes verticales sont lides aux éventuelles valeurs interdites)

les asymptotes horizontales (avec une équation du type y = L , ol L est un nombre)
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Conséquences : Quand un énoncé demandera, aprés un calcul de limite, une interprétation graphique,
il faudra répondre en faisant le lien avec une asympfofte.

De méme, si un énoncé demande de montrer qu'une droite est une asymptote, cela obligera a effectuer un
calcul de limite (méme si ce calcul n'est pas directement demandé).
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Comment trouver les asymptotes dans un tableau de variations

Il faut étre capable, en Terminale, d'interpréter un tableau de variations afin de déterminer les éventuelles
asymptotes de la courbe représentative. En général, ce tableau de variations est a réaliser dans le cadre
d'une étude de fonction, mais il peut aussi étre donner directement dans la consigne.

Exemple de tableau sans valeur interdite
Il n'y aura pas de "double-barres" partageant le tableau. Et il ne pourra donc y avoir que des asymptotes
horizontales ( ou éventuellement obliques ).
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Exemple de tableau avec valeur interdite
11y aura, cette fois, au moins une "double-barres" qui va partager le tableau ( et couper la courbe
représentative en plusieurs parties ) . Il y aura alors des possibilités d'asymptotes verticales.
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La limite a calculer est-elle une forme indéterminées ou non

Pas de tableau indigeste et incompréhensible sur cette fiche et sur ce site. Si on vous I'a donné en cours,
vous pouvez en fait le jeter.

En effet, quand on cherche la limite d'une fonction, il y a quatre cas particuliers 3 connaitre par coeur,
appelés les formes indéterminées, qui vont nécessiter un travail supplémentaire.

SINON, IL FAUT COMPRENRE QUE TOUS LES AUTRES CAS PEUVENT SE TRAITER DIRECTEMENT.

Par abus d'écriture :
- onécrira " o " pour les limites liéesa +o oua - oo.
- onécrira" 0 " pour les limites liées a 0 (donc cela ne signifie pas "égal 4 0", c'est une limite).
- onécrira "nombre" pour les limites liées 4 des nombres réels.

Les quatre cas de formes indéterminées

1ls sont a connaitre absolument par coeur.

En effet, soit on se trouve devant un de ces quatre cas (ef on doit agir pour lever l'indétermination), soit
on n'est pas devant une forme indéterminée (et on peut conclure directement avec des résultats évidents).

Les quatre cas de formes indéterminées sont :
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Par exemple, pour le premier cas, on a quelque chose de "trés grand” divisé par quelque chose de "trés
grand" aussi. Et donc, lequel des deux l'emporte ? C'est bien la question ...

Les autres cas (qui ne sont pas indéterminés)

On utilisera alors son bon sens (n'hésitez pas a faire quelques vérifications avec la calculatrice) et une
pratique correcte des nombres et des opérations (surtout pour les divisions, pour lesquelles il faut tout de
suite arréter de penser qu'en divisant on diminue forcément le nombre).
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Et quelques "faux amis" car beaucoup d'éléves les voient comme des formes indéterminées.
On peut retenir qu'en divisant une quantité trés grande (pour I'infini) ou qui tend vers un nombre (non nul)
ar un nombre trés proche de zéro (du type 0,1 ou 0,01 ..) alors le résultat augmente et devient trés grand.
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Théoréme d'encadrement et de comparaison pour calculer une limite

Ce sont, pour les fonctions, des outils similaires a ceux que 'on a déja vu avec les suites numériques.

Théoréme d'encadrement ( ou principe des gendarmes )
Le principe est le suivant : si une fonction est encadrée par deux fonctions qui tendent vers la méme
limite, alors la fonction tendra vers cette limite.

Sion a, autour d'une quantité a (réelle ou infinie), f (x)<g(x)<h(x)

etsiona }ina‘f(x)":L et i‘fl:h( %} = L alors on aura hmg( )= L

Exemple : avec une fonction f définie par f (x)= % sin (x ), on cherche xljm f(x)
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Théoréme de comparaison
Le principe est le suivant : si une fonction est supérieure (vesp. inférieure) a une autre fonction qui tend
vers + oo (resp - @), alors elle tendra également vers + co (resp. - o).

Siona, autourdea, f(x)=2g(x)et }injg( El=% @ alors on aura hmf( )=+

Siona,autourdea, g(x)<h(x)et lifralh(x)=-oo alors on aura iif‘:g(x)—'—"—oo

Exemple : avec un fonction f définie par £ (x)=x*(2+cosx), on cherche 1im f(x)
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Comment calculer une limite de fonction ( sans forme indéterminée )

Si il n'y a pas de formes indéterminées, j'insiste & nouveau sur le fait que toutes les limites résultent de
calculs qui nous permettent de trouver direcement les différents résultats.

11 faudra donc pour cette partie du bon sens, un peu de "par coeur” (pour bien mémoriser les situations) et
de l'entrainement (pour ne plus étre "surpris” par certaines situations) .

2343
x- 4
(la limite en 4 + signifie que x tend vers 4, par valeurs supérieures a 4, c'est a dire 4,1 ; 4,01 ; 4,001 ...)

Exemple 1 : on cherche la limite en 4 * de la fonction définie par f(x )=
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Exemple 2 : on cherche la limite en + oo de la fonction définie par f(x )= X
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Limite et forme indéterminée : savoir factoriser

On va voir , sur cette fiche , une méthode de travail similaire a celle vue pour les suites mamériques
. . ©
lorsque I'on se retrouve avec une forme indéterminée du type = 0 X o0 0u o - ® ou X 0.

On va étre amené a factoriser des expressions par leur terme prépondérant (soit "le plus grand" ) qui sera
le terme de plus haut degré pour les polyndmes.

C'est ainsi que certains professeurs proposeront un raccourci (uniquement valable avec des polyndémes)
qui consistera a ne regarder que ce terme de plus haut degré, sans regarder le reste. Cela peut étre valable,
trés pratique mais cela ne sera jamais généralisable en dehors des polynomes.

2x+3

x- 4
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Exemple 1 : on cherche la limite en + o de la fonction définie par f(x ) =
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Exemple 2 : on cherche la limite en + oo de la fonction définie par f(x ) = S
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Exemple 3 : on cherche la limite en + co de la fonction définie par f(x ) =
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Limite et forme indéterminée avec racine carrée

On va voir dans cette fiche qu'il n'y a rien de systématique pour gérer une fonction avec racine carrée.
Dans le premier exemple, une factorisation suffit car la limite de la parenthese n'est pas égale a 0 et ainsi
nous n'avons pas de forme indéterminée.

Par contre , dans le deuxiéme exemple, si on essaye la méme méthode de factorisation, cela serait une
impasse car la parenthése tendrait vers 0 et on aurait une forme indéterminée du type oo X 0. Il faut alors
trouver une autre méthode : on utilisera, du coup, un calcul algébrique utilisant l'expression conjuguée.

Exemple 1 : on cherche la limite en + oo de la fonction définie par f(x)= vx*+3x -4x
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Exemple 2 : on cherche la limite en + oo de la fonction définie par f(x)= vx’+3 - x

Em Jm}on’u«k', eom ouieo‘* =® ( ;iia-.?_ = 4-) @i A cela
" - w *x*
‘\%‘—C Yo Qo N\\JC }C‘\“OMQ_ n
Om. u.ec.uQL: eI - NFD -2 U s v )
. \)\J‘Q-'}} + %
-1 (Vo) -x" A A 3
da."*—}. + % 5:-"*—3 % J:J'tl! + 3%

Om a dome Ume el'M:}t dw "’w _}__ sl ec'a-.. J(u.)‘:: O

Mo ca® 00

Fiche (FoncTer7) © Bruno Swiners www.coursmathsaix. fr




Limite et forme indéterminée ( du type % )

On va voir sur cette fiche une forme indéterminée que l'on rencontre en fait trés peu en Terminale.

Plus que les différents résultats obtenus, I'intérét de ce cas est de mettre en jeu des techniques de calculs
algébriques toujours intéressantes a pratiquer et a revoir.

En effet, si on se trouve face a une forme indéterminée du type 7 c'est que I'on va pouvoir factoriser le
numérateur et/ou le dénominateur et ainsi on pourra simplifier le quotient !

Exemple

3x3- 2x- 8
X- 2

On va s'intéresser a la limite en 2+, c'est a dire que x va se rapprocher de 2 par valeurs supérieures

( avec des valeurs du type 2,1 ; 2,01 ; 2,001 ..).
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On considére la fonction définie par f( x ) = qui est définiesur ] -o0;2[U]2;+ o [.
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Un bilan sur les asymptotes avec une étude de fonction

On va étudier les limites d'une fonction trés classique (c'est une fonction homographique) afin de
déterminer ses asymptotes.

11 faut bien savoir que les limites se cherchent "aux bornes de l'ensemble de définition", c'est & dire
partout ou la fonction n'est pas définie (crochets ouverts sur 'ensemble de définition).

En effet, partout ot la fonction est définie, on ne calcule pas une limite, mais bien 'image d'un nombre !!

Exemple

On considére la fonction définie par f( x ) = ZXX_+43 qui est définiesur | -0 ;4[ U ]4;+ o[

Limite en - oo et limite en + o0
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Les asymptotes obliques

Le mot "oblique" est souvent mal appris et compris car il ne ressemble et ne renvoit a rien de connu.

On va ici rappeler qu'une asymptote est juste une droite . Et qu'en Terminale, on travaille globalement sur
des asymptotes horizontales ou verticales.

Mais si 'asymptote est une droite "normale", ni horizontale ni verticale, alors on dit qu'on a une
asymptote obligue.

Méthode

Pour montrer qu'une droite d'équation y = a x + b est une asymptote obliqgue pour la courbe d'une
fonction f, il faut montrer que la limite en +oo (ou -o0) de la différence (f(x ) - (ax + b)) tend vers 0.

Cestadire: lim(f(x)-(ax+d)) =9

Exemple 1 : on peut nous demander. en Terminale, de savoir gérer tout seul ce type d'exemple.

On considere la fonction définie par f(x )= 2x+3 + ;;9—2 qui est définiesur | -0 ;4[U]4;+o][.
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Exemple 2 : cet exemple demande un changement d'écriture qui ne sera pas a l'initiative de I'éléve.
3x2- 5x+6

On considére la fonction définie par f( x ) = 3

qui est définie sur]-o0;1[U]1;+ o]

Etape 1 : déterminons les nombres a, betctelsquef (x)=ax+b+ s

x- 1
On calede : an b e & = (4.:.+L)(‘:--$)+c—___4::."0-(5-‘\):;{-4-!;
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O oL“c-J’J‘gau.: J(g.)-.-. V-2 J-_ﬁ.__
®x-4

Etape 2 : on peut alors conclure pour I'asymptote 0bligue comme dans l'exemple 1.
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