Comment trouver les variations a partir du signe de la dérivée

Obtenir le tableau de variations d'une fonction f va devenir un véritable objectif en Premiére, car cela
nous donnera la meilleure "photographie”" possible de cette fonction.

Pour cela, la propriété qui établit un lien entre le tableau de signes de la dérivée f ' et le tableau de
variations de la fonction f est fondamentale .

La propriété
Si la dérivée [’ est positive ( > 0 ) sur un intervalle I, alors la fonction f est CROISSANTE sur I

Si la dérivée ' est négative ( <0 ) sur un intervalle I, alors la fonction f est DECROISSANTE sur I

11 y a méme équivalence car on a ausssi les propriétés "dans l'autre sens”, c'est a dire si la fonction est
croissante alors sa dérivée est positive, et si la fonction est décroissante alors sa dérivée est négative.

Aide mémoire
/l !aﬁ;l'.‘.,.g_ (20) &= /ctaimfv_ (7)
I' Jrl'c.vf_ ( ¢ o) &» / Je'Zw:mJ’e_ (\‘)

On peut aussi le mémoriser comme cela
/ ‘b ) e / etk 7
/ "k 2] &= / et

Exemple
Si le tableau de signes de la fonction dérivée 1 ' est le suivant :

- -3 4 o r
Signes de la dérivée [’ o © - ©O -

Alors le tableau de variations de la fonction f sera :

X

-y 4 + 1o
Variations de la fonction f / \ /

En fait, dans la pratique, on "collera” ensembie le tableau de signes de f ' et le tableau de variations de f.

x -D & + 15

Signes de la dérivée f' &+ o - © +
Variations de la fonction f / \‘ /
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Comment trouver les signes d'une fonction affine , d'un trinéme

Pour érudier une fonction, c'est & dire pour connaitre ses variations, il faudra que l'on cherche le signe de
la fonction dérivée.

Il faudra donc concrétement réaliser des tableaux de signes.

D'ou I'importance de démarrer ce chapitre en ayant revu le travail sur les signes d'une fonction affine du
type ax + b ( voir fiches de seconde ) et sur les signes d'un trinome du type ax*+ bx + ¢ ( voir fiches de
premiére). On va juste sur cette fiche faire un résumé trés rapide des connaissances 3 avoir.

Les signes d'une fonction affine

On rappelle qu'il n'y a que deux possibilités de fableaux de signes pour une fonction affine.
Pour résumé, on aura soit un tableau du type [ - 0 + ] soit un tableau du type [+ 0 - ].

Le choix entre les deux ne dépend que du signe du coefficient a de 'expression a x + b.
Exemple : avec la fonction affine définie parf(x)=3x-6

Om Jaouwk : In-b=0
R 33‘.«:6 L) %::-3-22.

On obtient le tableau de signes suivant :

x - g 2 + o |
e o &

Signes de 3x — 6

Les signes d'un trindme
On rappelle qu'il y a six possibilités de tableaux de signes pour un trinéme.
Le choix entre ces six possibilités se fera en fonction de deux critéres :
- le signe de a de I'expression a x 2+ b x + ¢ pour savoir comment est orientée la parabole (en U
ouennN ).
- le nombre de racines du trindme.
Ce travail sur les trindmes est plus exigeant que celui sur les fonctions affines, mais au final, c'est juste un
effort de mémorisation des situations qu'il faudra faire .
Exemple : avec le trinéme défini parf(x) =x*—4x + 3

Om afnouk: at-Ux +3 =0
—p O !.ALJC. A= Bt-lldt-r_(-'n)"—'-onﬂt’} = L.

« Y « dome ALM,M LimeA

’y = "’7::5 e = ""Z:.JZ-
O EL LYY =W WE
T 2«4 2a4

On obtient le tableau de signes suivant :

x - ol 4 3 + o0
Signes de x*>— 4x +3 + - 0 +
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Comment faire I'étude des variations d'une fonction : la méthode

Plan général de I'étude

Pour étudier une fonction f/ sur un intervalle donné :
- onenléve pour le domaine de définition les éventuelles valeurs interdites.
- oncalcule la fonction dérivée f '.
- on réalise le tableau de signes de cette fonction dérivée f '.
- onen déduit le tableau de variations de la fonction f en utilisant la propriét¢ fondamentale qui
nous donne le lien entre le signe de la dérivée f' et le sens de variation de la fonction f.
- oncompléte le tableau avec les valeurs des images (et, plus tard, avec les limites).

Exemple : on va étudier sur | - 10 ; 10 ] la fonction définie par f (x) =3x*—18x +20
On cherche les valeurs interdites

1( M.'tg o ANLYmi valeua o'a\ha.o(c'h. pou VYoet-dPae ¢ 20

On calcule la fonction dérivée f '

Om & J(%): 3;:."-4'&1 21O
bom. om o ;'(N)g bx - i%

On étudie le signe de la dérivée f '
Om « !'(;): - 1% — St uufgu«(o'm affrme .
Om Tasuwk Gx-43=0°
- 6x=4% = x:.:lé‘;,;

On obtient alors le tableau suivant ( dans lequel on regroupe les signes de f ' et les variations de f ).

X ~-40 3 149

Signes de la dérivée ' —— (V) +

$o0 4kg
Variations de la fonction f \_ 1./‘

On calcule les images des nombres du tableau ci-dessus.

J"4°)= 38('40)‘-1\::(_-10) +20 = Soo

J—('S)'-_ Ve A" -4 03 +22 = - %
}(49)., U 40" - 13x40 + 20 = 4lo
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Comment faire I'étude des variations d'une fonction : exemple (1)

On va étudier la fonction définie par f(x)=-x3+15x2+6x -0,5 sur{-10;10]

On cherche les valeurs interdites

« m’g a ancver vafeus (ubeadite pon <+ 4,$x 46 - 0,8

On calcule la fonction dérivée f '

Oum o J(“)"' - 4,82’ +6x-0,%
Dome om a "(x): -+ 3 + 6

On étudie le signe de la dérivée f | i
Dae a "(\\.) -3)«}&- I+ ‘; el c’ml’m "\;«a«e. .
Om Saowk ~WnteIneb =0
— Om <.o.€¢_~9¢_ A:‘;t—lu.c.-: . ltx(-\)‘a‘e = 31

» Y « done dewr ameimen

o, = = \3 = J-Z Ny = = L . 4
a- oo Y-
2= (-D) 2= (-3)
On obtient alors le tableau suivant ( dans lequel on regroupe les signes de f ' et les variations de /).
x ~-40 -4 2 40
Signes de la dérivée [’ - 9O 4+ O i

12018,%

LS
Variations de la fonction f /
\ _ h \t‘”.s

On calcule les images des nombres du tableau ci-dessus.
J(- 10) = - (-45)* + 4, (-10) "+ 6<(-40)-0,$ = 4099,S
4(-9)~ - (-4)> +98=< (-4)* ¢ 6= (-4)-9S= -4
(?_): - 23 + A8« 2t + L2 -0,8 = 49,8
J(4°) - -4 + 45<40" + x40 -9,5:-130,5
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Comment faire I'étude des variations d'une fonction : exemple (2)

3x+5

— -c ;% o
Toxra SUrl-eitel

On va étudier la fonction définie par f( x ) =

On cherche les valeurs interdites

Il dinsmrmntin =2x ol se doit pas g'aam.u.ee-\ :
Om afasul : =2 theo — %= 3.'%:2'
’,\l o domt vae uxpe.ug o‘uh«dn’ te. © 2

La /ono“cbm DN ¢ Jl’yfma't Aun 3-@1; qu] 2 i ..."C_.

On calcule la fonction dérivée 1’

t ]
Oum wtiflise la fraude (2)': 2 "q'_._“d

ave w(x): 3w +S w(x)=3
vinyz -2 + b —vifx)=-2

Onm QL"\.Q«.'\' ¥ }(-2:_\-‘!\"(“2)(3"‘*'§)
{ (+)= (2wt u)*
. ' -bx +t42 +G 2 10 - (32
Asi k- 5(")3 (- 2x +4W)* -(—2*"“)}‘—{

(_‘L\:M 9@/) leﬁwe_ec{)ﬁa
t LN

On étudie le signe de la dérivée f ' L
Le mumianteua 22 o fe Adncamisntaun (-2x ¢ L)

Bmed™ é.nd'«.u.d" ‘um‘H A -

Nome o deaivze £' ent pscl(’.‘v&.

On obtient alors le tableau suivant ( dans lequel on regroupe les signes de f ' et les variations de f).

b — nd® v + o

Signes de la dérivée f' + %

Variations de la fonction f / /

valleu a akeadibe
Remarque .

En classe de Terminale, on pourra compléter totalement ce tablean en calculant des limites.
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Comment faire I'étude des variations d'une fonction : exemple (3)

x2+x+2

cotd
x+2 sur]-c;+ef

On va étudier la fonction définie par f(x ) =

On cherche les valeurs interdites
Le A(Mami%kuu. nt+l me 4(03"' FA L'da&uwéc& .

Dmu"&od—: w+td =0 - S =-2
Y oy o dome ver vableur c'Je-u(«'/’e_ : -2
La_ p«.v‘;m& M" l(t?';".t_. Aua J-M " —ZEUJ- 2,) + oo E

On calcule Ia fonction dérivée

Om whiline eu.‘f.ﬂmu.(c.

wy's W' - we!
v oy
avee wln)s avx +2 o u'(x)= 22 +d
)= x+2 vi(x)= 4
O sblicls (2x+1)(a¢+2) 4w (ot +x,+z_)
;( (u,a-L)

. ' - Z,y_"‘l-ln(,!-?t,'\'z_-—bct—x'z. =
M“_{(*)- (e +2) - Uss2)™

On étudie le signe de la dérivée /'
Le AZmom: wateus ("-“' Z) et °‘l| b

l.f_ MVMA.L‘”&A'\_ o 4- lnt. f(u}"‘s. ¢‘udtu LOMmand Um, "‘"‘"""‘tl

DU Om. 'uu*—JtuM\ et. J&qj’c‘hl&(«_ - &-lnc-.- N.('D(.'l- '-\) §

On obtient alors le tableau suivant ( dans lequel on regroupe Ies signes de 1 ' et les variations de f ).

Signes de x - | - : — @ -+
Signes de x + 4 — D + ; + >
Signesde (x +2)* +- : +r © + ' +
Signes de la dérivée ' + Q - = ‘b +-

i )

| |

Variations de la fonction f ' }

| |

| |

+

L{M(Zw\ wkeid e |
Remarque
En classe de Terminale, on pourra compléter totalement ce tableau en calculant des limites.
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Comment résoudre le probléme du poulailler

Devant un probléme mathématique, les étapes pour sa résolution sont toujours les mémes :
- on fait le choix de ['inconnue ( trés souvent appelé x ) , ou des inconnues (si elles sont plusieurs).
- onretranscrit la consigne sous la forme dune expression algébrique.

- onrépond a la question en résolvant, suivant le cas, une équation ou une inéquation, ou comme
dans cette fiche en étudiant une fonction.

Un exemple d'énoncé de probléme : le "fameux" probléme du poulailler
Un éleveur de poule veut optimiser son poulailler rectangulaire afin de mettre la totalité de ses poules,
pour un colit minimal. Il prévoit pour ce poulailler un espace intérieur égal 4648 m 2.

Pl IR | V] | W s il asl ot

Powea:(({« % (oL\‘E AML

€a%e,% (x)

( Oy Ll

Quelles doivent étre les dimensions de ce rectangle pour que la longueur de la cloture bordant le
poulailler soit minimale (ce qui garantira un cotit minimal) ?

En utilisant la formule de I'aire d'un rectangle :

Om «oh_, * eq. ?cM eu~ o(u. ‘wuea;«(& .
Om a +© Alae Au f.u&l?(c«. s ?«aeu\. X eouauw\. = 6‘(‘8

Om Olbh.lu‘". W (Puaul.u\,-; ehdy — o,“auu\ - _‘_i%z—

La longueur totale de la cloture est donc égale a :

J(-:.):m_-\. @_';’__B&-x. = 2&-\-%

On étudie donc cette fonction sur l'intervalle ] 0 ; + oo |

Om obbieak s {'(x) = 2 - 6Lt _ 2 - bLd

L. k- &4

On obtient le tableau de variations suivant : [ o zaouk 2o —6Ld = O Adwns €cring |

I"Ee/c{ AL AR w\fae)r[.»e (-13) dans TAV/PN

L" P
: O 4-% ko Lé !&{c P 4{( jim(
S | © s z(fpcmg. quar Ao

jati - Alqa. A a6
Variations de f 8 P A/ o l_ p
}Z 7 A K¢ g am./m:mf(ﬁu\

A f(ﬂ"h) Ny |‘0u\'9uux ; L

Conclusion :

Pow\. Vet qu\ 2w, c' e a\'i\m., DAL AU\A. UM
emu.auu«_ !‘o" < ‘L ¢ ;l'uv. M;M;Mdet_ Jc.. Q-Zm .
\*4
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