Module d'un nombre complexe
Distance entre deux points

Définition et calcul du module

Pour un nombre complexe s'écrivant z=a+1ib, son module noté | z | seraégala va?+52 .

Ce module est donc un nombre réel. Il représente la distance entre le point correspondant et l'origine du
repere. Donc, pour un point M, d'affixe z), , onaura | z; | = OM .

are 4ps= 2430 .
o o 04 = \35‘ ‘2-!-3('-.-.\)2"-;-3‘.\/"0-&
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Distance entre deux points

Elle pourra s'exprimer a I'aide d'un module. On aura tout simplement : AB= | zz - z4].

Mais attention & ne pas confondre avec |z |- |z4].Le module |zz - z4| n'est pas égal @ |zz|- | z4]|.
Pour calculer le module | zz - z,|, on calcule la différence zz - z4, puis on calcule le module du résultat.

Exemgle : avec 24 = - d"35= L+ 60

om & AB= |34 34 |= ] bebi- (30
l‘i'l—‘t—}-l-t(-l 34-?'1'

Dome om«.A{b'=l—3+.+tl‘-=J(3\+q' \)ﬂa-lA

Om obbiealr AL = |53

Remarques

Le module |z - 3i| représente la distance AM entre un point M d'affixe z et un point A d'affixe 3i .
Onabien |z - 3i|=|zy - z4 |=AM.

Le module | z - 5 + 2i | représente la distance BM entre un point M d'affixe z et un point B d'affixe 5 — 2i.
Eneffet,onalz - 5+2i| = |z - (5-2i)| =|zn - z5 |=BM.

1 faut en fait bien tenir compte du signe " - " de la formule générale afin de donner des affixes correctes.
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Comment calculer une distance avec le module : application

Dans de trés nombreux exercices du Bac concernant les nombres complexes, on a besoin de calculer la
distance entre deux points. Cela nous permettra de montrer qu'un triangle est isocéle ou équilatéral, qu'un
quadrilatére est un losange, ou que plusieurs points sont sur un méme cercle (si leur distance par rapport
au centre est la méme) .......

Exemple d'application
On considére les points A , B et C du plan ayant pour affixes respectives :
Za=-2+2i;zm=1 —3 i; z.=3+5i. Quelle estlanature du triangle ABC ?

0m caleude AO < l’é‘b’}"': |4-3¢.-— (-2+20) |
~ A= |3-80| = [3Eer = [Rees = V30
Om wleude (S(,-.:l;c-;&[=|3+§c'—(4-3t')l
—=BC=|2+3i| =258 =\Jhrey = g
Om wlede AC = |3¢_-35|= 12 +§(—(—~Z+Z(H
—AC=|5+3i|= 5Tyt = Jzsvr 2 = 34

Nowe om a: AL =AC — ‘-ﬂ{dﬂl”(c c'Am.c,\pc, em 4

A 6t A AT (can VR VIS VI )
= "'\\'QM ¢ o\(.vht_m € €m A

Neowe e hf«n{c ALC m"av"c'ma(! fieocble em A .

Remarque

Méme si l'exercice nous donne des affixes complexes, nous pouvons utiliser la formule de la distance,
apprise en Seconde, avec les coordonnées.

On obtientrait, bien sir, le méme résultat et les calculs se ressemblent d'allleurs beaucoup !

I1 faudra donc étre tres souple, et ne pas hésiter a passer d'un "environnement" a l'autre !!

Arec BA——Z‘\-Z( ) OM A VUm ‘ooim“ A ‘-—2.
A’V’CL éb- 4. 3( ) Sen A Ve PBN\"G ‘—3

Om FurAf'e ‘quaa Al < \/(Xg 14) r(gg 'da)
e A (- )5 (-3-2) = T3 (-9) = Jar2% = )30
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Argument d'un nombre complexe
Angle entre deux vecteurs

Définition de I'argument
Pour un nombre complexe, son argument est égal a l'angle orienté ( % , OM ), entre le vecteur
unitaire de I'axe des abscisses # et le vecteur OM

Exemples

7 >

E \A'\\ <D C /‘/‘5
g g o
s W WS %
F -~ //
- } f3 : /K2 {1 "“ x A ! i
"4, by = R 2 3 4 x

Om a (W) 0h)= a«a(},)- o C27]
Om o (@, oe)-a«a(ag)- (am]

W
qu,(u.,oc_):a«a,(g,,) -_"E [_?_17]
Oma(_x g.é =¢‘\a(35)=}.‘.}r Caem])
Omo.(u. OF)—Qta (3;.-) Lem]

Expression de I'angle ( # , 4B )entre unvecteur 4B et le vecteur unitaire 7 .

Om a (:&?, F-)-';).-_ 442(3;&) """‘2(2&- 20)

Expression de I'angle ( 4B , AC ) entre deux vecteurs 4B et AC .
Om o (A&, L) = (AR, W) +(X, A¢)

= -(u.,hlb) (w, A—c..)

= ( A-L) (u.,A's)

= Ma(st 3n) = g (38734)

— (5(95,52,) a«a(é_&__% ) cad "’”9( )—— arg 7, -emgjzf

Remarque : pour savoir calculer un argument, prenez la fiche "Comment obtenir 1'écriture exponentielle
d'un nombre complexe".
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Comment obtenir I'écriture trigonomeétrique d'un complexe

Avant de voir I'écriture exponentielle d'un nombre complexe, il est souvent demandé (et utile) de savoir
travailler sur son écriture trigonométrique. Ces deux écritures sont assez similaires, car elles nécessitent
de connaitre le module et 'argument du nombre complexe.

L'écriture trigonométrique d'un nombre complexe z s'écrira :
z=r(cos 8 + isin 8), ou r est le module de z et & est son argument
Pour obtenir cette écriture trigonométrique, il faudra respecter les deux étapes suivantes :
Etape 1 : on calcule le module du nombre complexe.
Etape 2 : on détermine la valeur de 'argument, en retrouvant I'angle a l'aide du cercle trigonométrique.

Exemple 1
On cherche 1'écriture trigonométrique du nombre complexe ( 3 — 37 )

Ehtpf.ﬂ. P Om u@cw[t!& module ie_ -3
~oomoa [3-30= )ater)t =B a = /a3
El“qre 2 * oM g{g«uﬁz_ Ve aa UMCM(- 8 o(¢- 3" 3£‘

—s 14 U?A;Jc'C a9 < 6_&(2_ =2 o aimd: ﬂ"‘(l): -2
131 Va3 131 V43

Om Ol)“;llnk: M&: \-[—2:2: -?/"A;M 9-‘- "‘,: Aa"" l9:: —:E.-

On o dome s 3-30= Vb (con(- T) widin(- T{))

Exemple 2 .
On cherche 1'écriture trigonométrique du nombre complexe ( -6 + V12 i)

El'a(x 4 om calede M?Juev. de -GaVaz ¢
— OM O ‘— 6+Vaz < l:\)(—b)ze\-(ofn‘&)‘ =1/36+42 = \) &‘8
Eh'z 2 om (.Ku»& U ««3 vaenlt O de -6+ Jaz ¢

R i( u&i{:‘c ws@: R_((_Z,)g_—_é d‘ A;..\9-= d..(;;jt '/I{
ot Viy 130

Om alakcnk: U&G:—.‘/-_z; J'A!.MG-: 4-2_- Aotk (9= _S‘_,_T
On  doncs = G0 VT (= VTF (1on 3 i oin )
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Module et argument d'un nombre complexe
Propriétés

Les propriétés (essentielles) du module
Pour deux nombres complexes z et z', on aura :

|z Xz'|=|z| X|z"'|etdonc, par conséquent, |z"|= |z]|".
|z = g'[=}2|:]g"]

Par contre, | z + z'|n'estpaségala |z|+|z'|. Il faudra faire attention aux "fausses propriétés" !

Application : Den A“M‘L }1= 3,,2(' ) }’_-.-. '1-( (*‘ -Z-: ._3-2'— .

v
Poun cafeulen [ 2] | 1€ senait fuskidiowsr de caleublen T avec
fa 1@««“»“{ LOm ua«;L ) ‘pwlé. & Mojwec o(u. ufcu‘ef‘qj'.
—p Om fm"x«}'éf |2l= __3__‘_'= J__é_t_‘
g2 13 |
avec \}\\'—' \’3"-\- Z_'- 2 \)_4_3. (J" ,3;, w ‘) l'l-‘_(_')t - "1}

&ucaual%(:_d\,%=‘]-;_ﬂ;—_;’_.

Les propriétés (essentielles) de I'argument
Pour deux nombres complexes z et z', on aura :

Arg(z X z') = Arg (z) +Arg (z ') etdonc, en conséquence, Arg (z") =n X Arg(z) .
Arg(z : ' )= Arg(z)-Arg(z")

Par contre, Arg (z X z')n'estpaségala Arg(z) X Arg(z'). Encore une "fausse propriété" !

Application : Sra J’MML % - (4 ‘_;)23\3 J"&M geug& A‘\a (%) .
Om e v u«k«.'ucmu*‘fﬂs G(CPUC(a(‘rM. & fw‘wuu 2014 ,N

— om ubilive Ay Tz Ang (440)* 2 20284 Ang(24¢)
avec A«a(’l(—i) = ".3'__

bout. om oo A«a t =209~ 2018 T I:—L'TJ

T

&
or lo meruw P\"mu"nec de 2238T b 30

e .

4 IR
o4

bo-‘\to&«:A«.a(ﬁH‘.) = }T-':‘; [‘2';] .
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Comment montrer que deux vecteurs sont orthogonaux

Dans de trés nombreux exercices du Bac concernant, au départ, les nombres complexes, on a besoin de
montrer que deux vecteurs (ou deux cotés) sont orthogonaux. Cela pourra nous permettre de montrer
qu'un triangle est rectangle, qu'un quadrilatére est un rectangle ou un carré.

La méthode de calcul utilisant les arguments est a faire au moins une fois (comme application du

cours) mais elle est fastidieuse et peu efficace (il faudra montrer que l'argument final est égal a % ).

Du coup, méme si l'exercice nous donne des affixes complexes, je vous conseille d'utiliser la formule
du produit scalaire, apprise en Premiere, avec les coordonnées (c'est bien plus efficace ! ).

Exemple d'application

On nous donne trois nombres complexes za= 5+ i, zzg= 8317 etzc = 11 + 5,57 qui sont les
affixes de trois points A, B et C

On va montrer que l'angle ( AB , AC ) estun angle droit (donc vecteurs orthogonaux).

En utilisant un calcul d'argument

O aaibqee (AG ;Z) = anq [ 32724
1 ' 3( 36-34

on 2 3A _A4:$8-(S+0) . brbsSy T;ZWLL_*_T

3634 I-3i-(S+i) 3-L.ad- el

4 (6xSi)(B4hi) _ag+26ie3Siadtl)/  3HS

3-bi)(3+bi) g wd2i-42i-26)" 28

bant_ u = 21!_; l: - b(llsy v ;Mélao‘M;u fULﬂ. ) 1u.
36" on - a dome Um «nc/me-.*%a( a L,

Z
Mnc om & Liew (AB AC)< T [er].

En utilisant le produit scalaire 5 ' % 44
Om ceaillen Cw“"’“:‘? i’A rm"a i li ) &G"B o & l$§
= 1%-S = - 144-S=

Om waflede nn S3gaoy 4 AC ls,;-4=4,s
Oum obhiek AL AC =326 ¢ (-L)x LS = 28-483 = O

b?ML Om oL A—;L;Z,-.: o, 65\\— ;’;.LA‘C, .
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Module et argument

Récapitulatif graphique
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Les trois écritures possibles d'un nombre complexe

Il est fondamental de comprendre qu'un nombre complexe peut s'écrire sous trois formes possibles.
En apparence, ces trois formes seront "visuellement" différentes, mais elles seront bien sir égales entre
elles et correspondront au méme nombre complexe.

La forme algébrique

Elle s'écrit a 1'aide de deux nombres réels :
I'un représentant la partie réelle du nombre complexe (donc /'abscisse du point)
et l'autre la partie imaginaire du nombre complexe (donc ['ordonnée du point).

OM.. - & r& uCWrQL 5 )Lfﬁ»\/{f( (::fss««a(\k.'“

éA =@ + E L
LDLQZMV\TJQ d‘d/f(_]

La forme exponentielle
Elle s'écrira également a 1'aide de deux nombres :

I'un représentant le module du nombre complexe (donc la distance du point correspondant par
rapport a l'origine du repere)
et l'autre représentant I'argument (donc 'angle par rapport a I'axe des abscisses)

le. mcmc Mml:u- wmfeo(l_ b" faun'\ml' A’C’M;M. '

m;a‘ L.

La forme trigonométrique
C'est une variante de 1'écriture exponentielle, qui utilise aussi le module et 1'argument.
Elle utilise le fait que l'on a I'égalité ¢ = cos (0 ) +isin (0)

Lg m:.m«_ u.,m‘ru. (..:yw.xoee 34 Pauv\a:(’ A’&.«Iu %

3a= Zﬁ((,:f;{-\- iAile._)

Bilan

v db
o

Om o ZA-'S{'H(.“ZEC, - ﬁ(a«%i—f&k%)

Remarque

LQ Mou')'\& wu(e(xc 2" -2 C M,MP FIA Vme é—C‘\;hnL

:F’l

()‘Pﬂu&m\'\(ee(. & canse. du (-2) qu ek mc’aa‘-{ é’ !
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Comment obtenir I'écriture algébrique d'un nombre complexe

Pour passer d'une forme d'un nombre complexe a une autre, il y a certains changements qui sont faciles et
qui ne doivent poser aucun souci. C'est ceux que 1'on va voir ici !

Changement entre forme exponentielle et forme trigonométrique

Ces deux formes utilisent les mémes éléments ( module et argument ).

Il est tres facile de passer de I'une a l'autre car, entre les deux, c'est juste une histoire de présentation
d'écriture.

.l‘
OOA.Q', Z&J =2(w&—i—+|6\%—>

3((&&%:*-{5"«%‘) = 3L;%-

Changement de la forme exponentielle (ou trigonométrique) vers la forme algébrique
Pour obtenir la forme algébrique, il suffira juste de bien connaitre les valeurs exactes de cosinus et de
sinus (revoir le cercle trigonométrique de Premiére !), puis de développer avec le module.

T Co
Om a1 2e'2 =Z(uﬁ.:§:+\b-m1§)

:Z( __3)-.- 4+Vy

T

b:m\ om a 2 4.+l‘}-

Quelques changements a connaitre par coeur

- _— ; ‘'
G,‘Tr: A T + OA'MT(-:-1+¢.<O=_4_ C‘ - -4
. v T ,
g"t:wl;%--i-léﬁm— O +txqd-= - e bt =
]
ﬁp’ol‘()}i’_ﬁ-‘. Oan. ftuf }'\quﬂmco\ ee Mau&s/. 2_(, h’
N . ;'r ¢"_" .('rr+I)
Omo:-2¢' ( i) ZC, = & =
» : 'IE
OM. ou“cJ(' elec";hn& upa.\c...hcefe. 4(2_. -2—2.. ]

4‘»\ w\»%.&a 2e' = :
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Comment obtenir I'écriture exponentielle d'un nombre complexe

Apres avoir vu, sur une fiche précédente, I'écriture trigonométrique d'un nombre complexe, il est souvent
plus utile de travailler avec son écriture exponentielle. Ces deux écritures restent tres similaires, car elles
nécessitent de connaitre le module et I'argument du nombre complexe.

L'écriture exponentielle d'un nombre complexe z s'écrira :
z=re'’ jourestle module de z et & est son argument

Pour obtenir cette écriture exponentielle, il faudra respecter les deux étapes suivantes :
Etape I : on calcule le module du nombre complexe.
Etape 2 : on détermine la valeur de l'argument, en retrouvant l'angle a l'aide du cercle trigonométrique.

Exemple 1 : on cherche ['écriture exponentielle du nombre complexe ( 3 — 31i )

E"‘ar{ 4. om u;(wﬂe. Q{:al“&, de E- ZL‘
— O O ‘3'3“‘-_-03"&-(-3)":,)5*5 =J’L%
Ehfcz. ! om Ju»& Um qazumcd("e de 2-3¢

il ':\‘\ Y 8=Q<’( )‘:—}- J—A:“Q"d—ﬂ)‘ﬁ
.? ve gz. toh _Z_lz‘ m |§l m

Om OLL‘CQ}': wal = ‘.E: d"&im O -[& )Aa* &= -
2 - 4

B 0 ot ¢ BBk o lER L

L=

Exemple 2 : on cherche I'écriture exponentielle du nombre complexe ( -6 + 12 i)

Ek‘lf(i: om LA_?LJQ. el m:{w&. JC —é+ﬁ25
— Om O \—‘a+mi(?\)(—6)"+(ﬁt)‘=m :J&_‘z—
Ehape 2 on fosbi v mgumenl 0 de o T
- L 'd.i Ve Sz(&(b)-::-é &’— ;MG':M':—-’Q
b ol s 3l TR 130 Vs

O«m OL"\‘CJ‘. %8‘:'[& *6‘&9:4_ )Aa'cF B: _S_:’_l"
2 2 é

Om & dome: -6 +U22 ¢ -.—_\;'-d PRl »
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Ecriture exponentielle d'un complexe : applications

En utilisant les propriétés de I'exponentielle pour un produit ou un quotient

On donne deux nombres complexes z4 = B -ietzz=1+i.0ndéfinit zc= z4 X zp
Quelle est l'écriture exponentielle de zc ?

On pourrait penser qu'il suffit de calculer zc en multipliant z4 et zz.
Mais le résultat obtenu ne nous permettra pas de trouver directement I'écriture exponentielle : le module
serait pénible a calculer , mais surtout il parait impossible de retrouver l'angle correspondant a l'argument

carzc—(\/3—z)><(1+1) B+ \Bi-i—i2=(B+1)+( B-1)i.

La méthode consiste donc a déterminer I'écriture exponentielle de z4 et de zz , puis a multiplier ces
deux écritures exponenentielles entre elles.

OM. Aun& avot A eLhuu. e ec'uhnt. Catpue:«."\cwt JC;‘ &"4‘(3&

— om & 3, = 'z J"}s_?.c;-‘:
OM. ugcuet a;Qo«A :

T ;'%P I A
;cr-}Ax}&:?_C 6x2¢, =2x2xl ‘xe "
4-....\ Luc.iE

Am“’ }c L\

En utilisant les propriétés de I'exponentielle avec les puissances

On veut connaitre l'argument du nombre complexe (1 + \B i)"

— On ne va certainement pas développer directement cette puissance quand méme !

La méthode consiste donc a déterminer 1'écriture exponentielle de 1 + /3 i, puis on pourra alors
appliquer la puissance a cette écriture exponentielle.

Om Au(zfoqg Avota_ o%&mu_ f CM\"M\& Ufoncd& t@t A(_ 4+J§ ¢

-—)omﬁ.d‘\-ﬁt‘"z_&

Oﬁ»kdfe%‘ . "
. A (1) a4 v 4abh- 1% A
(4.!-\}_30)%:(2&}) =2 x@ . =7 e
o4 c,'ur-_- A LT + 1 8 6T = 4
1% - -
'300«'. Om.. O_ (1-\-\)-§ t) = 2_1 — C(A"U& &4!( ”
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Exemple d'exercice mélangeant
nombres complexes et suites géométriques

Dans de trés nombreux exercices du Bac, on est amené a faire un lien entre les nombres complexes et les
suites géométriques. On travaillera, dans ce cas, avec le module du nombre complexe.

Exemple d'application

On considére la suite de nombres complexes ( z, ) définie par :
zp= 3 - 1 et, pour tout entier naturel n, z,.,= (1+ i)z,
On pose alors U, =1z, et on va montrer que cette suite ( U, ) est une suite géométrique.

Calcul de U

On a U, = (3, \ﬁ—cl \)(ﬁ-\--') =4 & L

Expressionde U, ., en fonctionde U,

On & U= [3mn [ = [ (a41) 3 | = [ 4| 34|
oL li+il:\7¢t+1l = J_Z-_-

& [3n(=h
Om obbienk doue : UW“1 =V (/«.

Conclusion pour la suite (U ,, )

L& l&u:ke (U.\\ b& AML Uml '&u-‘th. %wif\\qu&_
Jt P&(wi(« h«.Mb Uo= 2 J(J.C "2t dom. \)—2-:

Utilisation de la formule des suites géométriques pour la suite (U ,, )

O Au"‘ gt u u - ﬂ(m—v)
—p Oen ou;e«ka‘mﬂ_ e s U 2 = U)T_)

Fiche (ComTer20) © Bruno Swiners www.coursmathsaix.fr




