Les lois continues de probabilité : définition , propriété

Définition
Soit I un intervalle dont les bornes sont @ et & (qui peuvent étre éventuellement infini),

on appelle densité de probabilité sur l'intervalle I toute fonction f continue et positive dont l'intégrale sur
l'intervalle / est égale a 1 (ce qui correspond alors a 100 %).
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Propriéte
Si on a la représentation graphique d'une densité de probabilité, alors on aura des liens fondamentaux a
connaitre entre les probabilités, les aires sous la courbe et les intégrales.
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Loi uniforme , exponentielle ou normale.
Comment les utiliser ?

La loi uniforme
La densité de probabilité sera une fonction définie par /( x ) = &, ol & est une constante.
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Pour calculer P (x < 4 ), on pourra directement utiliser l'aire sous la courbe, c'est a dire .... I'AIRE ’
d'un RECTANGLE ! C'est donc trés facile ! ‘

La loi exponentielle
La densité de probabilité sera une fonction définie par f(x)=he"
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On ne pourra plus ici déterminer graphiquement l'aire sous la courbe de cette fonction.

Par contre, la densité de probabilité est une fonction exponentielle facile & intégrer.

Pour calculer P (x <3 ), on pourra soit calculer l'intégrale correspondante, soit avoir appris
directement le résultat général du cours (je conseille en fait de maitriser les deux) .

La loi normale
La densité de probabilité sera une fonction s'écrivant sous la forme e
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—» CALCULATRI\CE

On ne pourra plus ici déterminer graphiquement l'aire sous la courbe, ni calculer l'intégrale

5 2 1 5 v i
correspondante ( car la fonction e **'? n'est pas intégrable A notre niveau de Terminale ).

Pour calculer P (x <1 ), il nous restera ....il nous restera ... l'utilisation de la calculatrice, avec des
touches spécifiques a bien connaitre !!
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Pourquoi P (x = 4) = 0 pour une loi continue

On va considérer ici une loi uniforme qui correspond & un temps d'attente compris entre Zh et 8h.

Si on demande spontanément 4 quelqu'un, " combien vaut P (x=4) ? ", il y a peu de chances
qu'il réponde que cette probabilité soit égale a zéro !

En effet, si on reformule la question , on aboutira & une phrase du type " quelle est la probabilité que le
temps d'attente soit égale a 4 h ? "

Il peut étre alors difficile pour quelqu'un d'affirmer que cette probabilité est nulle , car cette personne se
dira qu'il est possible d'attendre 4 h !

Cela peut apparaitre alors comme un petit paradoxe .... mais en fait, les mathématiques vont enlever
toutes ambiguites !

Approche probabiliste

La probabilité cherchée P ( x =4 ) correspond & UN temps d'attente.

Or, entre 2 h et 8 h, puisque la loi est continue, il y a une infinité de temps d'attente possible : 4h , mais
aussi 4h1min , mais aussi 4hlsec , mais aussi 4hldixiéme de seconde .....

Onadonc P(x=4)=0, car on cherche la probabilité d'obtenir UN temps d'attente sur une INFINITE
de temps d'attente possible !!

Approche graphique
Voici la représentation graphique de la densité de probabilité de cette loi uniforme.
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Si on voulait déterminer la probabilité en utilisant une aire sous la courbe, alors on se retrouverait a
calculer 'aire d'un simple segment . Donc cette aire est égale a 0 !

Conséquences
— si la question est de " calculer la probabilité que le temps d'attente soit égal a4 h"
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— on ne fera aucune différence entre les symboles " inférieur <" et" inférieur ou égal <" .

Pour la seule fois dans votre vie des mathématiques,vous pouvez indifféremennt utiliser soit I'un, soit
l'autre, puisque la notion de "égal 4" améne une probabilité nulle avec les lois continues.

Les probabilités suivantes sont donc toutes parfaitement égales !
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La loi uniforme : définition , espérance mathématique

Définition de la loi uniforme

La densité de probabilité d'une Joi uniforme sera une fonction constante, définie sur un intervalle fermé
la;b] parf(x)=k ,ol kestun réel,
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Or, pour que f soit bien une densité de probabilité, il faut que son intégrale entre a et b soit égale a 1 .
Cette intégrale correspond a l'aire sous la courbe entre a et b .
Et pour une Joi uniforme , on se retrouve donc tout simplement & calculer une aire de rectangle.

Lo eo-xaueu\ du v cfangle et cgq& « (b-a) .
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Propriété : espérance mathématique d'une loi uniforme
L'espérance mathématiques E ( x ) d'une loi uniforme définie entre a et b sera :

E(x): a+l=.
2

Cette espérance correspond donc a la moyenne des deux nombres a et b, ou a la moitié entre a et 5 .

Exemple
On considére une loi uniforme définie sur [ 3 ;9 |
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— La longueur du rectangle qui correspond a l'aire sous la courbe est égalea (9-3)=6.
1

) 1 1 . e "
Done sa largeur doit étre égale a 9-3 ~ g Dbourque l'aire soit bien égale 4 6 X

= L'espérance mathématique E { x ) sera égale ici & :

E(x)= _3_;__?_—_- 6 .
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La loi uniforme : exemples de calcul de probabilité

On va considérer ici une loi uniforme qui correspond a un temps d'attente compris entre 2h et 8h.

Je vais proposer une fagon de voir trés intuitive qui permet & beaucoup d'éléves d'étre bien a l'aise avec
cette loi uniforme.

tempsd ' attente demandé
temps d' attente total
La seule difficulté sera de ne pas s'embrouiller entre les minutes et les heures !

Elle fait plus appel 4 un calcul direct de probabilités ( ) qu'a un calcul d'aires.

OnchercheP{x<3):
C'est la probabilité que le temps d'attente soit inférieur 4 3 h (soit implicitement compris entre 2het 3 h ).
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OnchercheP(2,5<x<6):
C'est la probabilité que le temps d'attente soit compris entre 2h30min et 6h ( on fera bien attention au fait
que 2,5 h=2h30min ).

F(x) fl 3,46;, :3{1 DO il = LA s, }
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On chercheP{x>6):

C'est la probabilité que le temps d'attente soit supérieur & 6h ( soit implicitement compris entre 6het 8 h ).
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La loi exponentielle : définition , espérance

La loi exponentielle

La densité de probabilité d'une loi exponentielle sera une fonction définie sur [ 0 ; + oo [
parf(x)= Ae ** ,ou Aestunréel strictement positif.

Ce nombre A s'appelle le paramétre de la loi exponentielle.
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Vérification
Pour que / soit bien une densité de probabilité, il faut que son intégrale entre 0 et + oo soit égale a 1 .
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Espérance mathématique d'une loi exponentielle
L'espérance mathématiques E ( x ) dune loi exponentielle définie entre 0 et + co sera :

E(x) =

i

— sion connait A = 0,05 alorsonaura E(x)= 005 20
. : 1 L 1
— si on connait E (x ) =50 alors on aura: 50 = % 1 C estadire A= 5 0,02
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La loi exponentielle : comment calculer une probabilité

Préambule : il faut maitriser la formule suivante
| Une primitive de f (x)= P e

-Ax

estégalea F(x)=-¢

Calcul de P ( x < a ) pour une loi exponentielle
Al
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Application : on calcule P (x < 5) pour une loi exponentielle de paramétre A =0,4

— on peut retrouver le résultat précédent en (re)calculant l'intégrale entre 0 et 5.

— on peut apprendre et appliquer directement la formule.

En fait, je vous conseille de maitriser les deux fagons de faire car on sera amené, suivant les
consignes du Bac, & retrouver le résultat par mtegranon ou & appliquer directement la formule.

Om o Plal8)=d- " cd- " 2 0,46¢

ICuncluswn onauraP(x<a)=1l-e**

Calcul de P ( x = b ) pour une loi exponentlelle
— les événements P (x < b) et P (x = b ) sont des événements contraires.

F(=>0) Ple2L)=4- P(s €L)
| =4-(4- e_"u‘)

B cgea s SR _e’--\b

Calculde P (a < x < b ) pour une loi exponentielle
— par soustraction d'aires, on obtient le résultat suivant : P (a < x<b)=P(x<b)-P(x<a)

APla e ‘] ?(«K:xéy) P(:t. L)-P(jta.)
o | = "‘5 "(d' ¢ )
I o et L _ 1_ L.-ls_ 4. c--\&
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Comment retrouver la valeur du parametre A

Parfois, I'énoncé d'un exercice ne nous donne pas la valeur du paramétre A d'une loi exponentielle.

Rassurez vous, il est trés simple de retrouver cette valeur. L'énoncé nous donnera une indication qui nous
permettra d'appliquer un des raisonnements suivants.

On connait la courbe et son ordonnée a Forigine

L oadkoumce & (’a«i a-’m&. Ae & t(euai k™
| de f\olx.L;e; kK e 634.&, < 0,6 .
= .;i TER S ; ! T h O A ‘l '.'.‘0,6 .

On connait I'espérance (ou la moyenne) de la loi exponentielie
Extrait du bac :

Dans cette partie, la durée de vie en heures d'une ampoule sans défaut est une variable aléatoire T qui
suit la loi exponentielle d'espérance 10 000.

Déterminer la valeur exacte du paramétre A de cette loi .

9] o = ET:.&—
a saifque E(T) ;

Om Mnfe&\.ﬁ. ehom olhiemb : 40 000 = -:4[’-;
Om. olbieabr dome + A= i - 0,04

40 eco

On connait une valeur de probabilité o
Extrait du bac :

La durée de vie, en années, d'un composant électronique fabriqué dans cette usine est une variable

aléatoire T qui suit une loi exponentielle de paramétre 4. On suppose que P (T <7)=10,6.
Déterminer la valeur du paramétre 1 a 0,001 pres.

D Mi"ﬁu&- P(T-§ }) = 4- '--l-‘x:l'
—» om aZsouk l’thHOM- a.cM, 0,6
st =M 2ol -3 Aolk

Do ohligal” dome ¢ & = _."‘_o_'i & 0,13
-3
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Le principe du non vieillissement de la loi exponentielle

Le principe général

Tout d'abord, ce principe du non viellissement ne concerne bien que la /loi exponentielle.

Ensuite, il doit étre appris, car il restera toujours difficile de bien le mettre en lien avec notre perception
du quotidien,

Exemple : considérons une ampoule dont la variable aléatoire étudiée est une durée de vie (en heures) qui
suit une loi exponentielle.

Si on nous demande de calculer la probabilité que sa durée de vie dépasse 600 heures

Alors O Le\tmke(, P(ﬂ- 603)

Mais, si on nous indique que l'ampoule fonctionne toujours au bout de 400 h, et que I'on cherche la
probabilité que sa durée de vie dépasse 600 heures

Alors o Beale (:1. o)
*> Lee

'DONC, on est dans le cadre d'une probabilité conditionnelle. C'est la probabilité de "fonctionner aprés
600 h" sachant que "'ampoule fonctionne toujours apres 400 h". ~

La loi de non vieillissement va nous amener a repartir "de zére" a partir de 400 h, et donc il restera
200 h jusqu'a atteindre 600 h de fonctionnement.

e (oe2 Qoo) P ( % 2 200)
3_> beo

| J

Des exemples de phrases rencontrées dans les exercices

— Pour une loi exponentielle de paramétre 0,0001
Sachant qu'une ampoule sans défaut a déja fonctionné pendant 7 000 heures, calculer la probabilité
que sa durée de vie totale dépasse 12 000 heures.

Om o : P& ((:>47.m)— P €2 S o)
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— Pour une loi exponentielle de parametre 0,099
On choisit au hasard un composant parmi ceux qui fonctionnent encore au bout de 2 ans.
Déterminer la probabilité que ce composant ait une durée de vie supérieure a 7 ans.

Oma: P (E33) = (E25)

= e R X 0,603%6

Remarque
Pour parler du "non vieillissement", on peut aussi dire que la loi exponentielle est "sans mémoire" .
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La loi normale : définition , propriétés , calculs.
Les intervalles 1-sigma , 2-sigma , 3-sigma.

Définition
Onnotera N (w; ¢ ?) laloi normale d'espérance (ou de moyenne) w et d'écart type o .

Ainst, la loi normale N ( 80 ; 100 } correspond, en fait, a N ( 80 ; 10?).
C'est donc une loi normale d'espérance w = 80 et d'écart type ¢ = 10.

Représentation graphique et propriétés
Voici la densité de probabilité de la loi normale N ( 80 ; 100 ) d'espérance u = 80 et d'écart type o = 10.
[
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— La valeur de l'espérance (ou de la moyenne) est importante a plus d'un titre.

— la courbe est symétrique par rapport a la droite verticale passant par cette espérance.
— le sommet de la courbe se trouve au niveau de cette espérance.

— La valeur de /"écart type n'apparait pas directement sur la courbe.

Elle sera liée a des intervalles appelés 1-sigma , 2-sigma , 3 sigma.

Pour résumer, quelle que soit la loi normale, si on s'écarte de la moyenne, d'une valeur correspondante a
une fois I'écart type (d'ou le "1-sigma"), alors la probabilité sera toujours (environ) égale a 0,683,

Om v illuabaen los propaiftes o Caide de wohe b«.a»‘o&,
P(r-o¢x {pre) 20,483 — P(0¢x€%0) =343
Py -267¢ ¢ ya 25) =0, 954 Peo¢st {dom) &= 0,984
P(p-30¢x n+36) 20,4 P(So ¢ x € 440) = 0,33%

Calculs de probabilité

La densité de probabilité d'une loi normale est trop compliquée pour permettre un calcul d'aires ou
d'intégrales. Il faudra donc juste savoir utiliser sa calculatrice pour calculer des probabilités !
Attention ! Chaque calculatrice ayant ses spécificités, je vous conseille de bien mémoriser (ou de le noter
méme) les touches a utiliser sur VOTRE calculatrice ( et vérifiez vos résultats avec les miens pour la loi
normale N ( 80 ; 100 ) d'espérance u = 80 et d'écart type o = 10 ).

Par exemple, avec la T I 83 Premium, il faut utiliser "Distrib" et "NormalFrep"

Om u&l(!-‘e que . P(x €6S) =0,066%
Pleo¢x ¢ 80) = 0,3436
P( x248) = 90,3018
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Comment calculer une probabilité avec la loi normale

Nous allons voir ici que beaucoup de questions concernant la loi normale (ou la loi centrée réduite)
peuvent Efre résolues avec des raisonnements "tout simple" sur les aires (par addition ou soustraction).

Les régles de base

Régle 1 : ]atotalité de 'aire sous la courbe ( entre - oo et + o0 ) est égale a 1.

Régle 2 : il y a un axe de symétrie verticale passant par l'espérance p.

Cet axe coupe la courbe en deux parties égales. Donc l'aire sous la courbe entre - w et p est égale 2 0,5
car elle est égale aussi a l'aire sous la courbe entre p et + oo,

Régle 3 : l'axe de symétrie nous permet quantité de raisonnements et de calculs car les valeurs "a gauche"
de cet axe se retrouve forcément "a droite".

Des exemples
On va travailler ici avec une loi normale N (80 ; 100 ) d'espérance u = 80 et d'écart type o = 10.

y /
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o 10 20 30 40 50 80 90 .100 110 120 x

Un résultat trés important par rapport a l'espérance (ou moyenne)

Oa a P(x.<%O) 0,8 (auec &ua& 2,)
Owm. ﬂk&tlk‘t mtm'.. P(a(. 2 '%O)

W s
i |

~
Y

L

_ g

e

N

"4

™N
LR
W
3

Un résultat qui utilise l'intervalle 2-sigma
Om a. P(6o ¢ € 40) = 0,954

Done, par symétrie, en raisonnant sur les aires

O & p(R0€x € 40) = p(bos s-':o)ze_%s"g o,L+¥

Om. a_ F(:t.? 400) = f(xééo): 1- Z_'%Sl’ = 0,023
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La loi normale centrée réduite

Définition
On notera N ( 0; 1) la loi normale centrée réduite d'espérance (ou de moyenne) u =0
et d'écart type 6 =1 (— on peut vérifierque c?=12=1).

Regle fondamentale : lien avec les lois normales "classiques"”
Toutes les lois normales peuvent étre ramenées 4 la loi centrée réduite, avec un "changement de variable”.

i QQ. wqiawo. X Qu‘uk eg_ ea; Mﬂ‘\ﬂkﬂ.?e, /(/(J-L'O"t)
d.?ov.; lo. v cJaQe. t = x_;__ﬁ aur b la ?oi um"«.&. afoluite Y

Représentation graphique et propriétés
Voici la densité de probabilité de la loi normale centrée réduite N (0 ; 1).
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— La valeur de I'espérance (ou de la moyenne) est importante a plus d'un titre.

— la courbe est symétrique par rapport & I'axe des ordonnées car l'espérance est égalc a 0.
— le sommet de la courbe se trouve au niveau de cette espérance. La valeur du maximum sera
L toujours égale a (environ) 0,4.

— La valeur de l'écart type n'apparait toujours pas directement sur la courbe.
Mais, cette fois, les valeurs de w et de o sont fixes et forcément connues (u=0etc=1).
On pourra done écrire, sans souci, les intervalles appelés 1-sigma , 2-sigma , 3 sigma.

Om a r(-iéiéi)n"fo,éﬁ?b
p(-2 ¢x€2)>0,9s4
P(-3 &¢x £3) = 0,9%%

Calculs de probabilité

Si on sait utiliser SA calculatrice pour calculer des probabilités avec une loi normale "classique", alors on
sait I'utiliser pour la loi centrée réduite. Sauf que cette fois, on a forcément p=0etc=1.

Pour mémoire, avec la T 183 Premium, il faut utiliser "Distrib" et "NormalFrep".

Om v-‘c’d‘\Jt‘L 1..-2.; P(DL <€ 4,5) = 0,%332.
P(-9,5 ¢ {4)x 90,5328
P(x 20¢) = 9,30%%
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Comment passer a la loi centrée réduite
Pour retrouver p ou o

On pourrait parler d'un "changement de variable" et la consigne suivante est & bien travailler.

On y sait qu'une variable suit une [oi normale dont on connait l'espérance p mais pas 1'écart type o.

On veut obtenir une probabilité donnée pour un encadrement connu de la variable. On va alors passer
d'une loi normale pour laquelle on ne peut pas utiliser la calculatrice (puisque 1'on ne connait pas ) a la
loi centrée réduite pour laquelle on pourra utiliser la calculatrice (car on connait p=0et o =1).

Enoncé

La société "Bonne Mamie" utilise une machine pour remplir a la chaine des pots de confiture.

On note x la variable aléatoire qui, & chaque pot de confiture produit, associe la masse de confiture qu'il
contient, exprimée en grammes. Dans le cas ot la machine est correctement réglée, on admet que x suit
une loi normale de moyenne p = 125 et d'écart type o .

Question : Déterminer une valeur arrondie @ l'unité prés de o telle que P (123 <x <127) = 0,68

Solution

OmFa«k'dle_: P( 423 ¢ % 423})=0,6%
s P(dll"}u.éx-)*é4u'"r?~)=ofe%

. . AP
Omﬂwwf(auc aule 2— __Ji' 1“; Au\" (a
. ik - --.a..(e. cembite e duite

OM u\’ie\‘x Q.QQ'U; ) Rfl\/m an, ! ow. ! F;.a.c Medm
Aura ?«. Oa.ec.wla.h;u.' avec r.'.-.O ek = 4

- Om OL\'!C«." P( "O|%°.“'I € t¢ 0,63'-1 ) = 016%

693‘- i’»?-o,%%"l —_ 0 = ._..&_..
T 0,434

— 6 = 2,047

—~ a2 (o ot per)
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Comment passer & une loi centrée réduite
Pour encadrer une variable avec une probabilité donnée

On pourrait parler d'un "changement de variable" et la consigne suivante est 4 bien travailler.

On y sait qu'une variable suit une Joi normale dont on connait I'espérance p et 'écart type o.

La probabilité voulue est donnée et on veut obtenir un encadrement pour la variable. On pourrait donc
penser qu'il suffit d'utiliser la calculatrice SAUF QUE le résultat affiché n'aurait aucun rapport avec la
réponse a apporter. On doit en fait passer 2 la loi centrée réduite pour "recentrer” les calculs.

Enoncé

On note x la variable aléatoire donnant Ia teneur en cacao, exprimée en pourcentage, d'une tablette de
100 g de chocolat commercialisable. On admet que x suit la loi normale d'espérance p = 85 et d'écart
typeo =2.
Question : Déterminer une valeur approchée au centiéme du réel a tel que :
P(85-a < x €£85+a)=09
Donner une interprétation de ce résultat dans le contexte de Uexercice.

Solution

O v hq.utl@ea. Quvee. %- o YL qut ‘MM"

9«. eo\ ms(magL LAM"\.!.C. MJM!FQ_.

— om whiliae " TovWowa " ou FracVbrm aun la
c.a?c.weuhu‘u. ) AUee =0 o =4 .
Om obbiemk : P(-4,6bS¢ 2 ¢4,64S) =09

— P(- 4,048 ¢ :x-;&s £4,64S) - 0,4
= P(-ﬂ\u\SaZ £ -8 §4.U13&2) = 0,9

— P(216hSx2 +3S ¢ 2 €4,6U5.2+88) = 0,2
\:_j(;'oz coqwx@vmo( a ba vafeun [ ceba wqq%\/‘z:wt a b M@ML\t

— G a(e_OL,

Om obFiemb done: a = 4,648x2 = 3,29
Da u!'«ijio. que lo. variatle ¢ domme Liem
P($5-3,28 ¢ £ 9$4+3,29)= 0,3
sailc P( 4431 ¢ x € $8,23) =09

Conséquence : ce résultat signifie que 90 % des tablettes commercialisées ont une teneur en cacao qui se
situe autour de la moyenne entre 81,71 (soit 81,71 % de cacao) et 88,29 (soit 88,29 % de cacao).
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